
EGZAMIN MAGISTERSKI, 18.02.2026 r.
Matematyka w ekonomii

Zadanie 1. (8 punktów)

Rozwa» dane opisuj¡ce zale»no±¢ zu»ycia paliwa Y (w litrach na 100 km)
od masy samochodu X (w tonach). Otrzymano nast¦puj¡ce wyniki:

X(t) 1,0 1,2 1,5 1,8 2,0
Y (l/100 km) 5,5 6,0 6,8 7,2 7,6

(i) Metod¡ najmniejszych kwadratów wyznacz prost¡ regresji liniowej zmien-
nej Y wzgl¦dem zmiennej X.

(ii) Oszacuj zu»ycie paliwa dla samochodu o masie 1,6 t.

Zadanie 2. (8 punktów)

Niech X1, . . . , Xn b�edzie prób�a z rozkªadu Poissona z parametrem λ. Wy-
znacz estymator najwi�ekszej wiarogodno±ci tego parametru. Czy otrzymany
estymator jest estymatorem nieobci�a»onym o minimalnej wariancji? Odpo-
wied¹ uzasadnij.

Zadanie 3. (8 punktów)

Dany jest szereg czasowy {Xt : t ∈ Z} opisany modelem:

Xt = 2 + 0,6Xt−1 +Wt,

gdzie {Wt : t ∈ Z} jest biaªym szumem o warto±ci oczekiwanej E(Wt) = 0
oraz wariancji Var(Wt) = σ2.

(i) Sprawd¹, czy proces {Xt} jest stacjonarny.

(ii) Wyznacz warto±¢ oczekiwan¡ E(Xt).

(iii) Oblicz wariancj¦ Var(Xt).

(iv) Wyznacz γ(k), funkcj¦ autokowariancji procesu {Xt : t ∈ Z} .



Zadanie 4. (8 punktów)
Niech Z1, Z2 b¦d¡ dwoma niezale»nymi zmiennymi losowymi z rozkªadu

normalnego N(0, 1). W ka»dym z poni»szych podpunktów swoj¡ odpowied¹
dokªadnie uzasadnij!

1. (1 pkt.) Podaj g¦sto±¢ wektora losowego (Z1, Z2) w R2.

2. (1 pkt.) Wyznacz rozkªad zmiennej losowej Z1+Z2 podaj¡c jej g¦sto±¢.

3. (2 pkt.) Wyznacz rozkªad zmiennej losowej Z2
1 +Z2

2 podaj¡c jej g¦sto±¢.

4. (4 pkt.) Oblicz
P(Z1 + Z2 > 0 | Z1 > 0).

Wskazówka: Mo»esz uzasadni¢ i wykorzysta¢ poni»szy wzór:

P(Z1 + Z2 > 0, Z1 > 0) =

∫ ∞

0

P(Z2 > −y) fZ1(y) dy.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 18.02.2026 r.
Nauczycielska

Zadanie 1. (8 punktów)
Oblicz granic¦ caªek

lim
n→+∞

∫
[0,1]

sin(xn)

1 + nx2
dλ(x),

gdzie λ oznacza miar¦ Lebesgue'a. Je±li korzystasz z jakiego± twierdzenia,
zacytuj je i sprawd¹ jego zaªo»enia

Zadanie 2. (8 punktów)
Oblicz liczb¦ x dan¡ w postaci uªamka ªa«cuchowego:

x =
3

2 +
5

2 +
5

2 +
5

2 +
5

. . .

.

Wynik przedstaw w mo»liwie najprostszej postaci. Sprawd¹, czy x jest liczb¡
algebraiczn¡.

Zadanie 3. (8 punktów)
W modelu Kleina lub w modelu póªpªaszczyznowym Poincare'go pªasz-

czyzny nieeuklidesowej znajd¹ i opisz (narysuj) przykªad:

1. jakiegokolwiek czworok¡ta idealnego o dwóch przeciwlegªych wierzchoª-
kach idealnych i dwóch pozostaªych przeciwlegªych wierzchoªkach zwy-
czajnych;

2. czworok¡ta jak w punkcie (1), który dodatkowo ma k¡ty wewn¦trzne
proste w obu wierzchoªkach zwyczajnych.

Uzasadnij poprawno±¢ swoich przykªadów przypominaj¡c interpretacj¦ od-
powiednich poj¦¢ w wybranym do rozwi¡zania modelu.



Zadanie 4. (8 punktów)
Dla zbioru X symbolem P(X) oznaczamy rodzin¦ wszystkich podzbiorów

zbioru X, czyli zbiór pot¦gowy zbioru X.
Czy prawd¡ jest »e je±li P(A) ⊆ P(B) ∩ P(C) to A ⊆ B ∩ C?
Czy prawd¡ jest »e je±li P(A) ⊆ P(B) ∪ P(C) to A ⊆ B ∪ C?
Odpowiedzi uzasadnij.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 18.02.2026 r.
Matematyka stosowana

Zadanie 1. (8 punktów)
Okre±l, dla jakich warto±ci parametru a ∈ R rozwi¡zanie zerowe podanego

ukªadu równa« ró»niczkowych jest stabilne

x′ = ax− 2y + x2, y′ = x+ y + xy; (1)

Zadanie 2. (8 punktów)
Rozwa»my model Lotki-Volterry opisuj¡cy ewolucj¦ liczby drapie»ników

(y(t)) i o�ar (x(t)), tzn. ukªad postaci:{
x′(t) = (b− ay)x,
y′(t) = (cx− d)y.

Zmody�kuj powy»szy model, tak, by uwzgl¦dni¢ wprowadzenie:

a) proporcjonalnych odªowów o�ar.

b) proporcjonalnych odªowów drapie»ników.

Dla ka»dego z tak zmody�kowanych modeli:

1. Zbadaj zachowanie rozwi¡za« w I ¢wiartce.

2. Wyznacz wszystkie warto±ci odªowów dla których badana populacja
(o�ary lub drapie»niki) wyginie. Uzasadnij, w uzasadnieniu mo»na po-
woªa¢ si¦ bez dowodzenia na fakty zwi¡zane z modelem Lotki-Volterry.

Mo»na skorzysta¢ z wiedzy na temat portretu fazowego oryginalnego ukªadu
Lotki-Volterry.

Zadanie 3. (8 punktów)
W pojedynczej grze mo»liwe wyniki 1 i 2 mog¡ wyst¡pi¢ z prawdopo-

dobie«stwem 1
2
. Gra powtarzana jest niezale»nie a wyniki z poszczególnych

rozgrywek s¡ sumowane.

(i) Zaproponuj model matematyczny opisuj¡cy przebieg niesko«czonej roz-
grywki.



(ii) Niech p(m) b¦dzie prawdopodobie«stwem uzyskania dokªadniem punk-
tów na pewnym etapie gry, to znaczy, »e suma punktów uzyskanych na
tym etapie gry jest równa dokªadnie m. Oblicz p(1) i p(2).

(iii) Wyznacz wzór dla p(m).

(iv) Przeanalizuj jak zachowuje si¦ p(m) gdy m staje si¦ du»e. Zinterpretuj
wynik swojej analizy.

Zadanie 4. (8 punktów)
Niech Z1, Z2 b¦d¡ dwoma niezale»nymi zmiennymi losowymi z rozkªadu

normalnego N(0, 1). W ka»dym z poni»szych podpunktów swoj¡ odpowied¹
dokªadnie uzasadnij!

1. (1 pkt.) Podaj g¦sto±¢ wektora losowego (Z1, Z2) w R2.

2. (1 pkt.) Wyznacz rozkªad zmiennej losowej Z1+Z2 podaj¡c jej g¦sto±¢.

3. (2 pkt.) Wyznacz rozkªad zmiennej losowej Z2
1 +Z2

2 podaj¡c jej g¦sto±¢.

4. (4 pkt.) Oblicz
P(Z1 + Z2 > 0 | Z1 > 0).

Wskazówka: Mo»esz uzasadni¢ i wykorzysta¢ poni»szy wzór:

P(Z1 + Z2 > 0, Z1 > 0) =

∫ ∞

0

P(Z2 > −y) fZ1(y) dy.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 18.02.2026 r.
Matematyka teoretyczna

Zadanie 1. (8 punktów)
Oblicz granic¦ caªek

lim
n→+∞

∫
[0,1]

sin(xn)

1 + nx2
dλ(x),

gdzie λ oznacza miar¦ Lebesgue'a. Je±li korzystasz z jakiego± twierdzenia,
zacytuj je i sprawd¹ jego zaªo»enia

Zadanie 2. (8 punktów)

(a) (1pkt) Poda¢ de�nicj¦ p-podgrupy Sylowa sko«czonej grupy G.

(b) (3pkt) Udowodni¢, »e ka»da grupa rz¦du 700 ma dzielnik normalny
rz¦du 25.

(c) (4pkt) Wyznaczy¢ (z uzasadnieniem!) liczb¦ 5-podgrup Sylowa grupy
A5 (czyli grupy permutacji parzystych zbioru {1, 2, 3, 4, 5})).

. Wsk. W podpunktach (b) i (c) mo»na korzysta¢ z twierdze« Sylowa.

Zadanie 3. (8 punktów)
NiechX b¦dzie zmienn¡ losow¡ o rozkªadzie b¦d¡cym mieszanin¡: z praw-

dopodobie«stwem p ma rozkªad N(0, 1), a z prawdopodobie«stwem 1−p ma
rozkªad N(0, σ2), σ > 0.

a) Wyznacz funkcj¦ charakterystyczn¡ X.
b) Oblicz E[X4] korzystaj¡c z funkcji charakterystycznej.
c) Dla jakiej warto±ci p zmienna X ma rozkªad normalny? Uzasadnij.

Zadanie 4. (8 punktów)

1. Dla 1 < p < ∞ rozwa»my przestrze« X = Lp(0, 1) z norm¡ ∥f∥p =(∫ 1

0
|f(x)|p dx

)1/p

. Dla α > 0 rozwa»my ci¡g funkcji fn ∈ X zadany



przez

fn(x) =

{
nα dla x ∈ (0, 1/n)

0 dla x ∈ [1/n, 1)
.

(a) Uzasadnij, »e dla α < 1/p ci¡g fn jest zbie»ny do zera w normie
przestrzeni X.

(b) Uzasadnij, »e dla α = 1/p ci¡g fn jest sªabo zbie»ny do zera, ale
nie jest zbie»ny w normie przestrzeni X.

(c) Uzasadnij, »e dla α > 1/p ci¡g fn nie jest sªabo zbie»ny.

(d) Na przestrzeni Y = Lp(1,∞) podaj przykªad ci¡gu funkcji ograni-
czonych gn, który jest sªabo zbie»ny, ale nie jest zbie»ny w normie.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 18.02.2026 r.
Analiza danych

Zadanie 1. (8 punktów)

a) Przeprowadzono 200 testów, ka»dy na poziomie istotno±ci 0.2. Hipotezy
H10, H50, H70, H125, H150 s¡ faªszywe (prawdziw¡ jest alternatywna
hipoteza).

[2 pkt ] Oblicz oczekiwan¡ liczb¦ faªszywych odkry¢. Jaka jest ocze-
kiwana liczba faªszywych odkry¢ po zastosowaniu procedury Bon-
feronniego?

[2 pkt ] Oblicz warto±¢ wska¹nika FWER po zastosowaniu procedury
Bonferonniego.

b) [4 pkt]Wektor (0.005, 0.025, 0.011, 0.085, 0.411, 0.163, 0.112, 0.102, 0.225, 0.749)
zawiera ci¡g p-warto±ci dla niezale»nych hipotez H1, . . . ,H10, α = 0.2
Wykonaj procedur¦ wielokrotnego testowania Benjaminiego-Hochberga,
»e kontroluje wska»nik FDR na poziomie α i zgªo± liczb¦ odrzuco-
nych hipotez. Czy zastosowana procedura na pewno b¦dzie kontrolowa¢
FWER na poziomie α?

Zadanie 2. (8 punktów)
G�esto±¢ rozkªadu wektora losowego X = (X1, X2)

T ma posta¢

f(x1, x2) =
3

4
x
− 1

2
1 , 0 < x1 < x2 < 1.

Oblicz

P (X1 < 0, 25), P (X2 < 0, 25), P (X2 < 0, 25|X1 < 0, 25).

Zadanie 3. (8 punktów)
Niech X1, . . . , Xn b�edzie prób�a z rozkªadu Poissona z parametrem λ. Wy-

znacz estymator najwi�ekszej wiarogodno±ci tego parametru. Czy otrzymany
estymator jest estymatorem nieobci�a»onym o minimalnej wariancji? Odpo-
wied¹ uzasadnij.



Zadanie 4. (8 punktów)
Niech Z1, Z2 b¦d¡ dwoma niezale»nymi zmiennymi losowymi z rozkªadu

normalnego N(0, 1). W ka»dym z poni»szych podpunktów swoj¡ odpowied¹
dokªadnie uzasadnij!

1. (1 pkt.) Podaj g¦sto±¢ wektora losowego (Z1, Z2) w R2.

2. (1 pkt.) Wyznacz rozkªad zmiennej losowej Z1+Z2 podaj¡c jej g¦sto±¢.

3. (2 pkt.) Wyznacz rozkªad zmiennej losowej Z2
1 +Z2

2 podaj¡c jej g¦sto±¢.

4. (4 pkt.) Oblicz
P(Z1 + Z2 > 0 | Z1 > 0).

Wskazówka: Mo»esz uzasadni¢ i wykorzysta¢ poni»szy wzór:

P(Z1 + Z2 > 0, Z1 > 0) =

∫ ∞

0

P(Z2 > −y) fZ1(y) dy.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 18.02.2026 r.
Aktuarialno-�nansowa

Zadanie 1. (8 punktów)
Niech {Bi(t) : t ≥ 0}, i = 1, 2, ... b¦d¡ wzajemnie niezale»nymi standar-

dowymi procesami Wienera okre±lonymi na tej samej przestrzeni probabili-
stycznej.
a) Znale¹¢ staª¡ C > 0 tak¡, »e proces stochastyczny

Y (t) := C
∞∑
k=1

Bk

(
t

2k−1

)
, t ≥ 0

jest standardowym procesem Wienera.
b) Zaªó»my, »e n ∈ N oraz s, t ≥ 0. Ile wynosi

Cov(Bn(s), Y (t))?

Odpowiedzi uzasadni¢.

Zadanie 2. (8 punktów)
Niech Z1, Z2 b¦d¡ dwoma niezale»nymi zmiennymi losowymi z rozkªadu

normalnego N(0, 1). W ka»dym z poni»szych podpunktów swoj¡ odpowied¹
dokªadnie uzasadnij!

1. (1 pkt.) Podaj g¦sto±¢ wektora losowego (Z1, Z2) w R2.

2. (1 pkt.) Wyznacz rozkªad zmiennej losowej Z1+Z2 podaj¡c jej g¦sto±¢.

3. (2 pkt.) Wyznacz rozkªad zmiennej losowej Z2
1 +Z2

2 podaj¡c jej g¦sto±¢.

4. (4 pkt.) Oblicz
P(Z1 + Z2 > 0 | Z1 > 0).

Wskazówka: Mo»esz uzasadni¢ i wykorzysta¢ poni»szy wzór:

P(Z1 + Z2 > 0, Z1 > 0) =

∫ ∞

0

P(Z2 > −y) fZ1(y) dy.

Zadanie 3. (8 punktów)
Niech X b¦dzie zmienn¡ losow¡ o rozkªadzie wykªadniczym z parametrem

λ > 0. Dla α ∈ (0, 1) wyprowad¹ wzory na:



(a) (4 pkt) VaRα(X),

(b) (4 pkt) TVaRα(X).

Zadanie 4. (8 punktów)
Rozwa»my portfel zªo»ony z dwóch opcji europejskich waniliowych na to

samo aktywo bazowe: 1 akcj¦ spóªki XYZ, która nie wypªaca dywidend. Obie
opcje maj¡ t¦ sam¡ zapadalno±¢ T i cen¦ wykonania K. Jedna z nich to opcja
kupna, któr¡ posiadamy w pozycji dªugiej, a druga to opcja sprzeda»y, któr¡
posiadamy w pozycji krótkiej. Zaªó»my, »e T = 10 oraz »e efektywna roczna
stopa procentowa wolna od ryzyka wynosi r = 0.02. Zadania:

� Wyznacz K wiedz¡c, »e warto±¢ tego portfela w chwili 0 jest równa 0,
a cena spot aktywa bazowego wynosi S0 = 100. (6 pkt)

� Wyznacz delt¦ i gamm¦ tego portfela w chwili 0. (2 pkt)


