EGZAMIN MAGISTERSKI, 18.02.2026 r.
Matematyka w ekonomii

Zadanie 1 . (8 punktow)
Rozwaz dane opisujace zaleznosé¢ zuzycia paliwa Y (w litrach na 100 km)
od masy samochodu X (w tonach). Otrzymano nastepujace wyniki:
X () 1,0 1,2 15 1,8 2,0
Y(1/100 km) |55 6,0 6,8 72 7.6

(i) Metoda najmniejszych kwadratow wyznacz prosta regresji liniowej zmien-
nej Y wzgledem zmiennej X.

(ii) Oszacuj zuzycie paliwa dla samochodu o masie 1,6 t.

Zadanie 2. (8 punktow)

Niech X4, ..., X,, bedzie proba z rozktadu Poissona z parametrem \. Wy-
znacz estymator najwiekszej wiarogodnos$ci tego parametru. Czy otrzymany
estymator jest estymatorem nieobcigzonym o minimalnej wariancji? Odpo-
wiedZ uzasadnij.

Zadanie 3. (8 punktow)
Dany jest szereg czasowy {X; : t € Z} opisany modelem:

Xy =2+4+0,6X;_1 + Wy,

gdzie {W; : t € Z} jest bialym szumem o wartosci oczekiwanej E(W;) = 0

oraz wariancji Var(W,) = o2

(i) Sprawdz, czy proces {X;} jest stacjonarny.
(ii) Wyznacz wartos¢ oczekiwana E(X;).
(iii) Oblicz wariancje Var(X;).

(iv) Wyznacz v(k), funkcje autokowariancji procesu {X; : t € Z} .



Zadanie 4. (8 punktow)

Niech Z;, Z; beda dwoma niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozktadu
normalnego N(0, 1). W kazdym z ponizszych podpunktow swoja odpowiedz
doktadnie uzasadnij!

1. (1 pkt.) Podaj gesto$¢ wektora losowego (Z1, Z») w R

[\

. (1 pkt.) Wyznacz rozklad zmiennej losowej Z; + Z5 podajac jej gestosc.

w

. (2 pkt.) Wyznacz rozktad zmiennej losowej Z7 + Z2 podajac jej gestosé.

W

. (4 pkt.) Oblicz
P(Zl+ZQ >0 | 1 >0)

Wskazowka: Mozesz uzasadni¢ i wykorzysta¢ ponizszy wzor:

P(Zy+ 25 > 0,21 > 0) = / B(Zy > —y) fu(y) dy.
0



EGZAMIN MAGISTERSKI, 18.02.2026 r.
Nauczycielska

Zadanie 1 « (8 punktow)

Oblicz granice calek
lim sin(x )2
n—+oc Jigq 1 +nx

dA(z),

gdzie \ oznacza miare Lebesgue’a. Jesli korzystasz z jakiego$ twierdzenia,
zacytuj je i sprawdz jego zalozenia

Zadanie 2. (8 punktow)
Oblicz liczbe x dang w postaci utamka tancuchowego:

3

Tr =

2+

2+
2+

5

5
2+ —

Wynik przedstaw w mozliwie najprostszej postaci. Sprawdz, czy x jest liczba
algebraiczna.

Zadanie 3. (8 punktow)
W modelu Kleina lub w modelu pétptaszczyznowym Poincare’go plasz-
czyzny nieeuklidesowej znajdz i opisz (narysuj) przyktad:

1. jakiegokolwiek czworokata idealnego o dwdch przeciwleglych wierzchot-
kach idealnych i dwoch pozostatych przeciwleglych wierzchotkach zwy-
czajnych;

2. czworokata jak w punkcie (1), ktory dodatkowo ma katy wewnetrzne
proste w obu wierzchotkach zwyczajnych.

Uzasadnij poprawnos¢ swoich przyktadéw przypominajac interpretacje od-
powiednich poje¢ w wybranym do rozwigzania modelu.



Zadanie 4. (8 punktow)

Dla zbioru X symbolem P(X) oznaczamy rodzine wszystkich podzbiorow
zbioru X, czyli zbior potegowy zbioru X.

Czy prawda jest ze jesli P(A) CP(B)NP(C)to AC BNC?

Czy prawda jest ze jesli P(A) C P(B)UP(C)to AC BUC?

Odpowiedzi uzasadnij.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 18.02.2026 r.
Matematyka stosowana

Zadanie 1 . (8 punktow)
Okresdl, dla jakich wartosci parametru a € R rozwigzanie zerowe podanego
uktadu réwnan rézniczkowych jest stabilne

o =ar—2y+a2® Y =x+y+ay (1)

Zadanie 2. (8 punktow)
Rozwazmy model Lotki-Volterry opisujacy ewolucje liczby drapieznikéw
(y(t)) i ofiar (x(t)), tzn. uktad postaci:
{ 2'(t) = (b—ay)r,
y(t) = (cz—d)y.
Zmodyfikuj powyzszy model, tak, by uwzgledni¢ wprowadzenie:

a) proporcjonalnych odtowow ofiar.
b) proporcjonalnych odtowow drapieznikow.
Dla kazdego z tak zmodyfikowanych modeli:

1. Zbadaj zachowanie rozwigzan w I ¢wiartce.

2. Wyznacz wszystkie warto$ci odlowéw dla ktorych badana populacja
(ofiary lub drapiezniki) wyginie. Uzasadnij, w uzasadnieniu mozna po-
wota¢ sie bez dowodzenia na fakty zwigzane z modelem Lotki-Volterry.

Mozna skorzysta¢ z wiedzy na temat portretu fazowego oryginalnego uktadu
Lotki-Volterry.

Zadanie 3. (8 punktow)

W pojedynczej grze mozliwe wyniki 1 i 2 moga wystapi¢ z prawdopo-
dobienstwem % Gra powtarzana jest niezaleznie a wyniki z poszczegolnych
rozgrywek sa sumowane.

(i) Zaproponuj model matematyczny opisujacy przebieg nieskoriczonej roz-
grywki.



ii) Niech p(m) bedzie prawdopodobienistwem uzyskania doktadnie m punk-

ii) Niech bedzi dopodobierist kania doktadni k
tOw na pewnym etapie gry, to znaczy, ze suma punktéw uzyskanych na
tym etapie gry jest rowna dokladnie m. Oblicz p(1) i p(2).

(iii) Wyznacz wzoér dla p(m).

(iv) Przeanalizuj jak zachowuje sie p(m) gdy m staje sie duze. Zinterpretu;
wynik swojej analizy.

Zadanie 4:. (8 punktow)

Niech Zy, Z; beda dwoma niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozktadu
normalnego N(0,1). W kazdym z ponizszych podpunktéw swoja odpowiedz
doktadnie uzasadnij!

1. (1 pkt.) Podaj gestos¢ wektora losowego (Z1, Z) w R2.
2. (1 pkt.) Wyznacz rozktad zmiennej losowej Z; + Z, podajac jej gestosc.
3. (2 pkt.) Wyznacz rozklad zmiennej losowej Z7 + Z3 podajac jej gestosc.

4. (4 pkt.) Oblicz
]P)(Zl—l-ZQ >0 ’ Z1 >O)

Wskazowka: Mozesz uzasadnic¢ i wykorzystaé¢ ponizszy wzor:

P(Z1+ Zy > 0,7, > 0) = / P(Zy > —y) fz.(y) dy.
0



EGZAMIN MAGISTERSKI, 18.02.2026 r.
Matematyka teoretyczna

Zadanie 1 « (8 punktow)

Oblicz granice calek
lim sin(z )2
n——+o0 [0,1] 1+nx

dA(z),

gdzie A oznacza miare Lebesgue’a. Jedli korzystasz z jakiegos twierdzenia,
zacytuj je i sprawdz jego zaltozenia

Zadanie 2. (8 punktow)

(a) (1pkt) Poda¢ definicje p-podgrupy Sylowa skoriczonej grupy G.

(b) (3pkt) Udowodni¢, ze kazda grupa rzedu 700 ma dzielnik normalny
rzedu 25.

(c) (4pkt) Wyznaczyé¢ (z uzasadnieniem!) liczbe 5-podgrup Sylowa grupy
As (czyli grupy permutacji parzystych zbioru {1,2,3,4,5})).

. Wsk. W podpunktach (b) i (¢) mozna korzystaé z twierdzen Sylowa.

Zadanie 3. (8 punktow)

Niech X bedzie zmienng losowa o rozktadzie bedacym mieszaning: z praw-
dopodobienistwem p ma rozktad N(0,1), a z prawdopodobienistwem 1 —p ma
rozktad N(0,02), o > 0.

a) Wyznacz funkcje charakterystyczng X.

b) Oblicz E[X*] korzystajac z funkcji charakterystycznej.

¢) Dla jakiej wartosci p zmienna X ma rozklad normalny? Uzasadnij.

Zadanie 4:. (8 punktow)

1. Dla 1 < p < oo rozwazmy przestrzen X = LP(0,1) z norma || f]|, =
1/p
(fol |f(x)[P dx) . Dla a > 0 rozwazmy ciag funkcji f, € X zadany



przez

_Jn* dlaze(0,1/n)
fulx) = {0 dlaz € [1/n,1)

(a) Uzasadnij, ze dla o < 1/p ciag f, jest zbiezny do zera w normie
przestrzeni X.

(b) Uzasadnij, ze dla o = 1/p ciag f, jest stabo zbiezny do zera, ale
nie jest zbiezny w normie przestrzeni X.

(c) Uzasadnij, ze dla o > 1/p ciag f,, nie jest stabo zbiezny.

(d) Na przestrzeni Y = LP(1, 00) podaj przyktad ciggu funkeji ograni-
czonych g,, ktory jest stabo zbiezny, ale nie jest zbiezny w normie.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 18.02.2026 r.
Analiza danych

Zadanie 1 « (8 punktow)

a) Przeprowadzono 200 testow, kazdy na poziomie istotnosci 0.2. Hipotezy
Hyy, Hso, H7o, Hi2s, His0 sa falszywe (prawdziwa jest alternatywna
hipoteza).

[2 pkt | Oblicz oczekiwana liczbe fatszywych odkryé. Jaka jest ocze-
kiwana liczba falszywych odkryé¢ po zastosowaniu procedury Bon-
feronniego?

[2 pkt | Oblicz wartos¢ wskaznika FWER po zastosowaniu procedury
Bonferonniego.

b) [4 pkt] Wektor (0.005,0.025,0.011,0.085,0.411,0.163,0.112,0.102, 0.225, 0.749)
zawiera ciag p-wartosci dla niezaleznych hipotez Hy, ..., Hyp, a = 0.2
Wykonaj procedure wielokrotnego testowania Benjaminiego-Hochberga,
ze kontroluje wskaznik FDR na poziomie « i zglo§ liczbe odrzuco-
nych hipotez. Czy zastosowana procedura na pewno bedzie kontrolowa¢
FWER na poziomie o7

Zadanie 2. (8 punktow)
Gestosé rozktadu wektora losowego X = (X1, X5)T ma postaé

1

3 1
f(zy,20) = 4_1%2’ 0<x <a9 < 1.

Oblicz
P(X; <0,25), P(X,<0,25), P(X,<0,25X; < 0,25).

Zadanie 3. (8 punktow)

Niech X4, ..., X,, bedzie proba z rozktadu Poissona z parametrem \. Wy-
znacz estymator najwiekszej wiarogodnosci tego parametru. Czy otrzymany
estymator jest estymatorem nieobcigzonym o minimalnej wariancji? Odpo-
wiedZ uzasadnij.



Zadanie 4. (8 punktow)

Niech Z;, Z; beda dwoma niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozktadu
normalnego N(0, 1). W kazdym z ponizszych podpunktow swoja odpowiedz
doktadnie uzasadnij!

1. (1 pkt.) Podaj gesto$¢ wektora losowego (Z1, Z») w R

[\

. (1 pkt.) Wyznacz rozklad zmiennej losowej Z; + Z5 podajac jej gestosc.

w

. (2 pkt.) Wyznacz rozktad zmiennej losowej Z7 + Z2 podajac jej gestosé.

W

. (4 pkt.) Oblicz
P(Zl+ZQ >0 | 1 >0)

Wskazowka: Mozesz uzasadni¢ i wykorzysta¢ ponizszy wzor:

P(Zy+ 25 > 0,21 > 0) = / B(Zy > —y) fu(y) dy.
0



EGZAMIN MAGISTERSKI, 18.02.2026 r.
Aktuarialno-finansowa

Zadanie 1 « (8 punktow)

Niech {B;(t) : t > 0}, i = 1,2,... beda wzajemnie niezaleznymi standar-
dowymi procesami Wienera okre§lonymi na tej samej przestrzeni probabili-
styczne;.

a) Znalez¢ stata C > 0 taka, ze proces stochastyczny

v(t)=cY B (%) L t>0
k=1

jest standardowym procesem Wienera.
b) Zalozmy, ze n € N oraz s,t > 0. Ile wynosi

Cov(By,(s),Y(t))?
Odpowiedzi uzasadnié.

Zadanie 2. (8 punktow)

Niech Zy, Z, beda dwoma niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozktadu
normalnego N(0,1). W kazdym z ponizszych podpunktéw swoja odpowiedz
dokladnie uzasadnij!

1. (1 pkt.) Podaj gesto$¢é wektora losowego (Z1, Zy) w R
2. (1 pkt.) Wyznacz rozktad zmiennej losowej Z; + Z5 podajac jej gestosc.
3. (2 pkt.) Wyznacz rozklad zmiennej losowej Z7 + Z3 podajac jej gestosc.

4. (4 pkt.) Oblicz
P(Zl+ZQ >0 | 21 >O)

Wskazowka: Mozesz uzasadni¢ i wykorzystaé¢ ponizszy wzor:

P(Zy + Zo > 0,7, > 0) = / P(Zy > —y) fz,(y) dy.
0

Zadanie 3. (8 punktow)
Niech X bedzie zmienng losowg o rozktadzie wykladniczym z parametrem
A > 0. Dla o € (0,1) wyprowadz wzory na:



(a) (4 pkt) VaRa(X),
(b) (4 pkt) TVaRq(X).

Zadanie 4. (8 punktow)

Rozwazmy portfel ztozony z dwoch opcji europejskich waniliowych na to
samo aktywo bazowe: 1 akcje spotki XYZ, ktora nie wyptaca dywidend. Obie
opcje maja te sama zapadalno$¢ T'i cene wykonania K. Jedna z nich to opcja
kupna, ktora posiadamy w pozycji dhugiej, a druga to opcja sprzedazy, ktora
posiadamy w pozycji krotkiej. Zalozmy, ze T' = 10 oraz ze efektywna roczna
stopa procentowa wolna od ryzyka wynosi r = 0.02. Zadania:

e Wyznacz K wiedzac, ze warto$c¢ tego portfela w chwili 0 jest réwna 0,
a cena spot aktywa bazowego wynosi Sy = 100. (6 pkt)

e Wyznacz delte i gamme tego portfela w chwili 0. (2 pkt)



