
EGZAMIN MAGISTERSKI, 8.09.2025 r.
Matematyka w ekonomii

Zadanie 1. (8 punktów)
Rozwa»my model regresji liniowej postaci: yi = β0 + β1x

2
i + ϵi.

Wyznacz estymatory najmniejszych kwadratów parametrów β0 oraz β1.

Zadanie 2. (8 punktów)
Niech X1, . . . , Xn b�ed�a niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadzie

N(0, θ), gdzie θ = EX2
1 . Wyznacz estymator najwi�ekszej wiarogodno±ci pa-

rametru η = θ2. Czy uzyskany estymator jest estymatorem nieobci�a»onym o
minimalnej wariancji? Odpowied¹ uzasadnij.

Zadanie 3. (8 punktów)
Niech {Wt : t ∈ Z} b¦dzie ci¡giem niezale»nych jednakowo rozªo»onych

zmiennych losowych o ±redniej zero i sko«czonej wariancji σ2 > 0.

(i) Poka», »e szereg czasowy {Xt : t ∈ Z}, zde�niowany jako

Xt = Wt + θWt−1, θ ∈ R,
jest ±ci±le stacjonarny.

(ii) Niech m(λ) = E exp(λWt) b¦dzie funkcja tworz¡ca momenty zmiennej
losowej Wt.
Wyra¹ funkcj¦ tworz¡c¡ wektora (X1, . . . , Xk), czyli funkcj¦

m(X1,...,Xk)(λ1, . . . , λk) = E exp

(
k∑

i=1

λiXi

)
,

przy pomocy funkcji m.

(iii) Czy wynik z punktu (ii) mo»na wykorzysta¢ do odpowiedzi na pytanie
z punktu (i)? Uzasadnij swoj¡ odpowied¹ na powy»sze pytanie.

Zadanie 4. (8 punktów)



NiechXn b¦dzie zmienn¡ losow¡ opisuj¡c¡ liczb¦ orªów w n rzutach syme-
tryczn¡ monet¡, a Yn niech b¦dzie niezale»n¡ odXn zmienn¡ losow¡ opisuj¡c¡
liczb¦ orªów w n+ 1 rzutach symetryczn¡ monet¡.

1. (1 pkt) Czy rozkªad zmiennej losowej Xn − Yn jest rozkªadem dwumia-
nowym?
Swoj¡ odpowied¹ uzasadnij.

2. (2 pkt) Znajd¹ P(Xn < Yn). W tym celu udowodnij, »e P(Xn < Yn) =
P(n−Xn < n+ 1− Yn).

3. (1 pkt)Jaki rozkªad ma zmienna losowa Xn + Yn?
Swoj¡ odpowied¹ uzasadnij.

4. (2 pkt) Czy zmienne losowe Xn + Yn oraz Xn − Yn s¡ niezale»ne?
Swoj¡ odpowied¹ uzasadnij.

5. (2 pkt) Oblicz
lim
n→∞

Corr(Xn + Yn, Xn − Yn).



EGZAMIN MAGISTERSKI, 8.09.2025 r.
Nauczycielska

Zadanie 1. (8 punktów)
Na zbiorze Y = (−1,+∞) de�niujemy odwzorowanie

d(x, y) = |ln(x+ 1)− ln(y + 1)|, x, y ∈ Y. (1)

1. (3p) Wyka», »e (Y, d) jest przestrzeni¡ metryczn¡.

2. (2p) Wyznacz kul¦ otwart¡ o ±rodku 0 i promieniu 1 w tej przestrzeni
metrycznej.

3. (3p) Mówimy, »e dwie metryki d1 i d2 okre±lone na tej samej przestrzeni
X s¡ topologicznie równowa»ne, je±li dla dowolnego ci¡gu (xn)n∈N ⊂ X
i dowolnego x ∈ X zachodzi: xn → x w metryce d1 wtedy i tylko wtedy,
gdy xn → x w metryce d2.

Sprawd¹, czy metryka d dana wzorem (1) jest równowa»na metryce
euklidesowej dziedziczonej na Y z R.

Zadanie 2. (8 punktów)
Oblicz liczb¦ x dan¡ w postaci uªamka ªa«cuchowego:

x =
1

5 +
7

3 +
2

3 +
2

3 +
2

. . .

.

Wynik przedstaw w mo»liwie najprostszej postaci. Sprawd¹, czy x jest liczb¡
algebraiczn¡.

Zadanie 3. (8 punktów)
Wyznacz obj¦to±¢ czworo±cianu foremnego (plato«skiego) o kraw¦dziach

dªugo±ci a.



Zadanie 4. (8 punktów)
Mamy dane dwie funkcje f, g : Z → Z (Z oznacza zbiór liczb caªkowitych),

przy czym wiemy, »e zªo»enie f ◦ g jest bijekcj¡.
1) Udowodnij, »e funkcja g jest ró»nowarto±ciowa, a f jest funkcj¡ �na�.
2) Podaj przykªad takiej pary funkcji f, g : Z → Z, »e f, g nie s¡ bijek-

cjami, natomiast ich zªo»enie f ◦ g : Z → Z jest bijekcj¡.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 8.09.2025 r.
Matematyka stosowana

Zadanie 1. (8 punktów)
Dla jakich warto±ci parametru λ ∈ R, równanie caªkowe

u(x) = x+ λ

∫ b

a

sin(u(y) + x) dy

ma rozwi¡zanie w przestrzeni funkcji ci¡gªych u ∈ C([a, b])?

Zadanie 2. (8 punktów)
Zbiornik ma staª¡ obj¦to±¢ V (mierzon¡ w m3) i zawiera w czasie t mas¦

Q(t) substancji zanieczyszczaj¡cej mierzon¡ w kg. Masa pocz¡tkowa w chwili
t = 0 wynosi Q0. Zakªadamy, »e zanieczyszczenie jest równomiernie rozmiesz-
czone w caªym zbiorniku, a wi¦c jego st¦»enie w ka»dym miejscu w jeziorze
jest takie samo. Zakªadamy, »e do jeziora wpªywa w tempie rI (w m3/rok)
zanieczyszczona woda zawieraj¡ca staªe st¦»enie c0 zanieczyszcze« oraz »e
woda opuszcza zbiornik w tempie rO. Przyjmujemy równie», »e jezioro mo»e
przyj¡¢ niesko«czon¡ ilo±¢ wody.

1. Wyznacz równanie opisuj¡ce ewolucj¦ zanieczyszczenia Q(t) i znajd¹ jego
rozwi¡zanie dla rI = rO?

2. Je±li zako«czone zostanie wprowadzania zanieczyszcze« do jeziora, czyli
gdy c0 = 0, to jaki czas upªynie zanim masa zanieczyszcze« zostanie
zredukowana o poªow¦, je±li rI = rO?

Zadanie 3. (8 punktów)
Adam ma przeno±nie radio, które dziaªa na jednej baterii. Gdy tylko u»y-

wana bateria si¦ rozªaduje, Adam natychmiast wymienia j¡ na now¡.

(i) Je±li czas pracy baterii (w godzinach) jest równomiernie rozªo»ony w
przedziale (30, 60), to jak cz¦sto Adam musi wymienia¢ baterie?

(ii) Zaªó»my, »e Adam nie przechowuje »adnych nadwy»ek baterii, wi¦c za
ka»dym razem, gdy wyst¡pi awaria, musi i±¢ i kupi¢ now¡ bateri¦. Je-
±li czas potrzebny na wymian¦ baterii jest równomiernie rozªo»ony w



przedziale (0, 1), to jakie jest ±rednie tempo, w jakim Adam wymienia
bateri¦?

Zadanie 4. (8 punktów)
NiechXn b¦dzie zmienn¡ losow¡ opisuj¡c¡ liczb¦ orªów w n rzutach syme-

tryczn¡ monet¡, a Yn niech b¦dzie niezale»n¡ odXn zmienn¡ losow¡ opisuj¡c¡
liczb¦ orªów w n+ 1 rzutach symetryczn¡ monet¡.

1. (1 pkt) Czy rozkªad zmiennej losowej Xn − Yn jest rozkªadem dwumia-
nowym?
Swoj¡ odpowied¹ uzasadnij.

2. (2 pkt) Znajd¹ P(Xn < Yn). W tym celu udowodnij, »e P(Xn < Yn) =
P(n−Xn < n+ 1− Yn).

3. (1 pkt)Jaki rozkªad ma zmienna losowa Xn + Yn?
Swoj¡ odpowied¹ uzasadnij.

4. (2 pkt) Czy zmienne losowe Xn + Yn oraz Xn − Yn s¡ niezale»ne?
Swoj¡ odpowied¹ uzasadnij.

5. (2 pkt) Oblicz
lim
n→∞

Corr(Xn + Yn, Xn − Yn).



EGZAMIN MAGISTERSKI, 8.09.2025 r.
Matematyka teoretyczna

Zadanie 1. (8 punktów)
Na zbiorze Y = (−1,+∞) de�niujemy odwzorowanie

d(x, y) = |ln(x+ 1)− ln(y + 1)|, x, y ∈ Y. (1)

1. (3p) Wyka», »e (Y, d) jest przestrzeni¡ metryczn¡.

2. (2p) Wyznacz kul¦ otwart¡ o ±rodku 0 i promieniu 1 w tej przestrzeni
metrycznej.

3. (3p) Mówimy, »e dwie metryki d1 i d2 okre±lone na tej samej przestrzeni
X s¡ topologicznie równowa»ne, je±li dla dowolnego ci¡gu (xn)n∈N ⊂ X
i dowolnego x ∈ X zachodzi: xn → x w metryce d1 wtedy i tylko wtedy,
gdy xn → x w metryce d2.

Sprawd¹, czy metryka d dana wzorem (1) jest równowa»na metryce
euklidesowej dziedziczonej na Y z R.

Zadanie 2. (8 punktów)
Zaªó»my, »e w zbiorze G okre±lone jest ª¡czne dziaªanie · takie, »e · ma

lewostronny element neutralny e oraz ka»dy element x ∈ G ma lewostronny
element odwrotny wzgl¦dem e. Udowodni¢, »e:
(a) dla ka»dych x, y ∈ G, je±li y jest lewostronnym elementem odwrotnym
do x wzgl¦dem e, to jest on te» prawostronnym elementem odwrotnym do x
wzgl¦dem e,
(b) e jest równie» prawostronnym elementem neutralnym dziaªania ·.

Zadanie 4. (8 punktów)
Niech (Bt)t≥0 b¦dzie standardowym ruchem Browna. Uzasadnij

P[Bt > 1 dla pewnego t] = 1.

Zadanie 4. (8 punktów)



Niech c0 oznacza przestrze« zespolonych ci¡gów zbie»nych do zera z nor-
m¡ ∥(x1, x2, ...)∥∞ = supn≥1 |xn|, natomiast l1 oznacza przestrze« ci¡gów
zespolonych dla których norma ∥(x1, x2, ...)∥1 =

∑∞
n=1 |xn| jest sko«czona.

1. Znajd¹ norm¦ funkcjonaªu ϕ : c0 → C zadanego przez

ϕ(x1, x2, ...) =
∞∑
n=1

2−nxn.

2. Uzasadnij, »e nie istnieje ci¡g x ∈ c0 o normie 1 taki »e |ϕ(x)| =
∥ϕ∥c0→C.

3. Znajd¹ norm¦ funkcjonaªu ψ : l1 → C zadanego przez

ψ(x1, x2, ...) =
∞∑
n=1

(
1− 1

n

)
xn.

4. Uzasadnij, »e nie istnieje ci¡g x ∈ l1 o normie 1 taki »e |ψ(x)| =
∥ψ∥l1→C.

Zadanie 4. (8 punktów)
Dla jakich warto±ci parametru λ ∈ R, równanie caªkowe

u(x) = x+ λ

∫ b

a

sin(u(y) + x) dy

ma rozwi¡zanie w przestrzeni funkcji ci¡gªych u ∈ C([a, b])?



EGZAMIN MAGISTERSKI, 8.09.2025 r.
Analiza danych

Zadanie 1. (8 punktów)

a) Wektor (0.24, 0.12, 0.045, 0.01, 0.21, 0.048, 0.33, 0.0007, 0.16, 0.031) zawie-
ra ci¡g p-warto±ci dla niezale»nych hipotez H1, . . . ,H10 i niech α = 0.1.

(3 pkt) Wykonaj procedur¦ wielokrotnego testowania Holma, do kon-
troli FWER na poziomie α i podaj liczb¦ odrzuconych hipotez.
Czy zastosowana procedura na pewno b¦dzie kontrolowa¢ FDR
na poziomie α?

(3 pkt) Wykonaj procedur¦ wielokrotnego testowania Benjaminiego-
Hochberga, do kontroli FDR na poziomie α i podaj liczb¦ od-
rzuconych hipotez. Czy zastosowana procedura na pewno b¦dzie
kontrolowa¢ FWER na poziomie α?

b) (2 pkt) Warto±¢ statystyki Fishera dla testowania zera globalnego H0 =
10⋂
i=1

H0i wynosi 59. Podaj wzór na p-warto±¢ dla tego testu.

Zadanie 2. (8 punktów)
Niech X = (X1, X2)

T ∼ N2(µ,Σ), przy czym µ = (2,−1)T oraz Σ =
diag{4, 3}. Niech a = (−1, 3)T, b = (4,−1)T. Jaki jest ª�aczny rozkªad wekto-
ra losowego (aTX,bTX)T? Czy zmienne losowe aTX oraz bTX s�a niezale»ne?
Odpowied¹ uzasadnij.

Zadanie 3. (8 punktów)
Niech X1, . . . , Xn b�ed�a niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadzie

N(0, θ), gdzie θ = EX2
1 . Wyznacz estymator najwi�ekszej wiarogodno±ci pa-

rametru η = θ2. Czy uzyskany estymator jest estymatorem nieobci�a»onym o
minimalnej wariancji? Odpowied¹ uzasadnij.

Zadanie 4. (8 punktów)



NiechXn b¦dzie zmienn¡ losow¡ opisuj¡c¡ liczb¦ orªów w n rzutach syme-
tryczn¡ monet¡, a Yn niech b¦dzie niezale»n¡ odXn zmienn¡ losow¡ opisuj¡c¡
liczb¦ orªów w n+ 1 rzutach symetryczn¡ monet¡.

1. (1 pkt) Czy rozkªad zmiennej losowej Xn − Yn jest rozkªadem dwumia-
nowym?
Swoj¡ odpowied¹ uzasadnij.

2. (2 pkt) Znajd¹ P(Xn < Yn). W tym celu udowodnij, »e P(Xn < Yn) =
P(n−Xn < n+ 1− Yn).

3. (1 pkt)Jaki rozkªad ma zmienna losowa Xn + Yn?
Swoj¡ odpowied¹ uzasadnij.

4. (2 pkt) Czy zmienne losowe Xn + Yn oraz Xn − Yn s¡ niezale»ne?
Swoj¡ odpowied¹ uzasadnij.

5. (2 pkt) Oblicz
lim
n→∞

Corr(Xn + Yn, Xn − Yn).



EGZAMIN MAGISTERSKI, 8.09.2025 r.
Aktuarialno-�nansowa

Zadanie 1. (8 punktów)
Niech {Bi(t) : t ≥ 0}, i = 1, 2, ... b¦d¡ wzajemnie niezale»nymi standar-

dowymi procesami Wienera okre±lonymi na tej samej przestrzeni probabili-
stycznej.
a) Znale¹¢ funkcj¦ h(·) : N → R tak¡, »e dla ka»dego n ∈ N proces stocha-
styczny

Yn(t) :=

∑n
k=1(−1)kBk(kt)

h(n)
, t ≥ 0

jest standardowym procesem Wienera.
b) Zaªó»my, »e n ∈ N oraz s, t ≥ 0. Ile wynosi

Cov(B2n+1(s), Y2n+2(t))?

Odpowiedzi uzasadni¢.

Zadanie 2. (8 punktów)
NiechXn b¦dzie zmienn¡ losow¡ opisuj¡c¡ liczb¦ orªów w n rzutach syme-

tryczn¡ monet¡, a Yn niech b¦dzie niezale»n¡ odXn zmienn¡ losow¡ opisuj¡c¡
liczb¦ orªów w n+ 1 rzutach symetryczn¡ monet¡.

1. (1 pkt) Czy rozkªad zmiennej losowej Xn − Yn jest rozkªadem dwumia-
nowym?
Swoj¡ odpowied¹ uzasadnij.

2. (2 pkt) Znajd¹ P(Xn < Yn). W tym celu udowodnij, »e P(Xn < Yn) =
P(n−Xn < n+ 1− Yn).

3. (1 pkt)Jaki rozkªad ma zmienna losowa Xn + Yn?
Swoj¡ odpowied¹ uzasadnij.

4. (2 pkt) Czy zmienne losowe Xn + Yn oraz Xn − Yn s¡ niezale»ne?
Swoj¡ odpowied¹ uzasadnij.

5. (2 pkt) Oblicz
lim
n→∞

Corr(Xn + Yn, Xn − Yn).



Zadanie 3. (8 punktów)
Ilo±¢ szkód N ma rozkªad dany rekurencyjnie:

P (N = 0) =
1

27
,

P (N = k)

P (N = k − 1)
=

2

3
+

4

3 · k
, k = 2, 3, ..

1. Wylicz warto±¢ oczekiwan¡ zmiennej N .

2. Wylicz wariancj¦ zmiennej N .

3. Podaj wzór na rozkªad zmiennej N .

4. Podaj ogólny wzór rekurenyjny Panjera dla zmiennych losowych o war-
to±ciach naturalnych.

Zadanie 4. (8 punktów)
Rozwa» ±wiat Blacka-Scholesa. Dane s¡: S0 = 100, K = 100, T = 0.5,

gdzie (St), t ≥ 0 oznacza proces ceny aktywa bazowego. Przyjmij brak arbi-
tra»u, ci¡gª¡ nominaln¡ stop¦ procentow¡ r oraz »e nie s¡ wypªacane dywi-
dendy.

Podane s¡ ceny trzech opcji binarnych o tym samym terminie wyga±ni¦cia
T i cenie wykonania K:

Opcja call cash-or-nothing (Cbin), wypªacaj¡ca 1 gdy ST > K : Cbin =
0, 48,

Opcja put cash-or-nothing (P bin), wypªacaj¡ca 1 gdy ST ≤ K : P bin =
0, 48,

Opcja call asset-or-nothing (Casset), wypªacaj¡ca ST gdy ST > K :
Casset = 61, 25.

Polecenia:
1. (2 pkt) Wyznacz stop¦ woln¡ od ryzyka r.
2. (6 pkt) Oblicz cen¦ europejskiej opcji waniliowej put dla tych samych

parametrów S0, K, T.


