EGZAMIN MAGISTERSKI, 8.09.2025 r.
Matematyka w ekonomii

Zadanie ]_ . (8 punktow)
Rozwazmy model regresji liniowej postaci: y; = By + B127 + €;.
Wyznacz estymatory najmniejszych kwadratow parametrow [, oraz (3.

Zadanie 2. (8 punktow)

Niech Xj,...,X,, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie
N(0,0), gdzie § = EX?. Wyznacz estymator najwigkszej wiarogodnosci pa-
rametru n = 02. Czy uzyskany estymator jest estymatorem nieobcigzonym o
minimalnej wariancji? OdpowiedZ uzasadnij.

Zadanie 3. (8 punktow)
Niech {W, : t € Z} bedzie ciagiem niezaleznych jednakowo roztozonych
zmiennych losowych o $redniej zero i skoriczonej wariancji o > 0.

(i) Pokaz, ze szereg czasowy {X; : t € Z}, zdefiniowany jako
Xt - Wt —|— HWt_l, 9 € R,
jest §cisle stacjonarny.
(ii) Niech m(\) = Eexp(AW;) bedzie funkcja tworzaca momenty zmiennej

losowej W;.
Wyraz funkcje tworzaca wektora (X7, ..., Xy), czyli funkcje

k
m(X17_,,7Xk)(/\1, ey )\/c) = Eexp (Z /\1X7,> s

i=1
przy pomocy funkcji m.

(iii) Czy wynik z punktu (ii) mozna wykorzysta¢ do odpowiedzi na pytanie
z punktu (i)7 Uzasadnij swoja odpowiedz na powyzsze pytanie.

Zadanie 4. (8 punktow)



Niech X,, bedzie zmienna losowa opisujaca liczbe ortéw w n rzutach syme-
tryczng moneta, a Y, niech bedzie niezalezng od X,, zmienng losowa opisujaca
liczbe ortéw w n + 1 rzutach symetryczna moneta.

1.

(1 pkt) Czy rozklad zmiennej losowej X, —Y,, jest rozktadem dwumia-
nowym?
Swoja odpowiedz uzasadnij.

(2 pkt) Znajdz P(X,, < Y,). W tym celu udowodnij, ze P(X,, < Y,,) =
Pn—X,<n+1-Y,).

. (1 pkt)Jaki rozktad ma zmienna losowa X, +Y,,7

Swoja odpowiedz uzasadnij.

(2 pkt) Czy zmienne losowe X,, +Y,, oraz X,, —Y,, sa niezalezne?
Swoja odpowiedz uzasadnij.

(2 pkt) Oblicz
lim Corr(X, + Y,, X, — Y,).

n—oo



EGZAMIN MAGISTERSKI, 8.09.2025 r.
Nauczycielska

Zadanie 1 « (8 punktow)
Na zbiorze Y = (—1, +00) definiujemy odwzorowanie

d(z,y) = In(z +1) —In(y + 1)|, z,yeY. (1)
1. (3p) Wykaz, ze (Y, d) jest przestrzenia metryczna.

2. (2p) Wyznacz kule otwarta o rodku 0 i promieniu 1 w tej przestrzeni
metryczne;j.

3. (3p) Mowimy, ze dwie metryki d; i dy okreslone na tej samej przestrzeni
X sg topologicznie réwnowazne, jesli dla dowolnego ciggu (2, )neny C X
i dowolnego = € X zachodzi: x, — x w metryce d; wtedy i tylko wtedy,
gdy x, — = w metryce ds.
Sprawdz, czy metryka d dana wzorem (1) jest rownowazna metryce
euklidesowej dziedziczonej na Y z R.

Zadanie 2. (8 punktow)
Oblicz liczbe x dang w postaci utamka tancuchowego:

1

xr =

5+
3+
3+

2

2
3+ —

Wynik przedstaw w mozliwie najprostszej postaci. Sprawdz, czy x jest liczba
algebraiczna.

Zadanie 3. (8 punktow)
Wyznacz objetosé¢ czworoscianu foremnego (platoriskiego) o krawedziach

dhugosci a.



Zadanie 4. (8 punktow)

Mamy dane dwie funkcje f, g : Z — Z (Z oznacza zbior liczb catkowitych),
przy czym wiemy, ze zlozenie f o g jest bijekcja.

1) Udowodnij, ze funkcja g jest roznowartosciowa, a f jest funkcja ,na’”.

2) Podaj przyktad takiej pary funkeji f,g : Z — Z, ze f, g nie sa bijek-
cjami, natomiast ich ztozenie f o g:Z — 7Z jest bijekcja.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 8.09.2025 r.
Matematyka stosowana

Zadanie 1 « (8 punktow)
Dla jakich wartosci parametru A € R, réwnanie catkowe

u(z) =x + )\/ sin(u(y) + x) dy

ma rozwiazanie w przestrzeni funkcji ciagtych u € C(la, b])?

Zadanie 2. (8 punktow)

Zbiornik ma stala objeto$¢ V (mierzong w m?) i zawiera w czasie ¢ mase
Q)(t) substancji zanieczyszczajacej mierzona w kg. Masa poczatkowa w chwili
t = 0 wynosi Qy. Zakladamy, ze zanieczyszczenie jest rGwnomiernie rozmiesz-
czone w calym zbiorniku, a wiec jego stezenie w kazdym miejscu w jeziorze
jest takie samo. Zakladamy, ze do jeziora wplywa w tempie r; (w m3/rok)
zanieczyszczona woda zawierajaca stale stezenie ¢y zanieczyszczen oraz ze
woda opuszcza zbiornik w tempie ro. Przyjmujemy réwniez, ze jezioro moze
przyjaé nieskonczong ilosé¢ wody.

1. Wyznacz rownanie opisujace ewolucje zanieczyszczenia Q(t) i znajdz jego
rozwigzanie dla r; = rg?

2. Jesli zakonczone zostanie wprowadzania zanieczyszczen do jeziora, czyli
gdy ¢y = 0, to jaki czas uptynie zanim masa zanieczyszczen zostanie
zredukowana o potowe, jesli r; = ro?

Zadanie 3. (8 punktow)
Adam ma przenosnie radio, ktore dziala na jednej baterii. Gdy tylko uzy-
wana bateria sie roztaduje, Adam natychmiast wymienia ja na nows.

i) Jesli czas pracy baterii (w godzinach) jest rownomiernie roztozony w
y g J y
przedziale (30, 60), to jak czesto Adam musi wymienia¢ baterie?

(ii) Zalozmy, ze Adam nie przechowuje zadnych nadwyzek baterii, wiec za
kazdym razem, gdy wystapi awaria, musi i$¢ i kupi¢ nowsa baterie. Je-
sli czas potrzebny na wymiane baterii jest rownomiernie roztozony w



przedziale (0, 1), to jakie jest $rednie tempo, w jakim Adam wymienia
baterie?

Zadanie 4 « (8 punktow)

Niech X, bedzie zmienng losowa opisujaca liczbe ortéw w n rzutach syme-
tryczna moneta, a Y, niech bedzie niezalezng od X,, zmienng losowa opisujaca
liczbe ortow w n + 1 rzutach symetryczna monetg.

1.

(1 pkt) Czy rozklad zmiennej losowej X,, — Y, jest rozkladem dwumia-
nowym?
Swoja odpowiedz uzasadnij.

. (2 pkt) Znajdz P(X,, < Y,). W tym celu udowodnij, ze P(X,, < Y,) =

Pn—X, <n+1-Y,).

(1 pkt)Jaki rozktad ma zmienna losowa X,, + Y7
Swoja odpowiedz uzasadnij.

(2 pkt) Czy zmienne losowe X,, + Y, oraz X, — Y, sa niezalezne?
Swoja odpowiedz uzasadnij.

(2 pkt) Oblicz
lim Corr(X, +Y,, X,, — Y,).

n—oo



EGZAMIN MAGISTERSKI, 8.09.2025 r.
Matematyka teoretyczna

Zadanie 1 . (8 punktow)
Na zbiorze Y = (—1, +00) definiujemy odwzorowanie

d(z,y) = |In(x +1) = In(y + 1)|, z,y €Y. (1)
1. (3p) Wykaz, ze (Y, d) jest przestrzenia metryczna.

2. (2p) Wyznacz kule otwarta o $rodku 0 i promieniu 1 w tej przestrzeni
metryczne;j.

3. (3p) Mowimy, ze dwie metryki d; i do okreslone na tej samej przestrzeni
X sa topologicznie réwnowazne, jesli dla dowolnego ciagu (x,)neny C X
i dowolnego x € X zachodzi: x,, — x w metryce d; wtedy i tylko wtedy,
gdy x, — r w metryce ds.

Sprawdz, czy metryka d dana wzorem (1) jest rownowazna metryce
euklidesowej dziedziczonej na Y z R.

Zadanie 2. (8 punktow)

Zalozmy, ze w zbiorze G okreslone jest lgczne dzialanie - takie, ze - ma
lewostronny element neutralny e oraz kazdy element x € G ma lewostronny
element odwrotny wzgledem e. Udowodni¢, ze:

(a) dla kazdych z,y € G, jesli y jest lewostronnym elementem odwrotnym
do = wzgledem e, to jest on tez prawostronnym elementem odwrotnym do x
wzgledem e,

(b) e jest rowniez prawostronnym elementem neutralnym dziatania -.

Zadanie 4:. (8 punktow)

Niech (By)i>0 bedzie standardowym ruchem Browna. Uzasadnij

P[B; > 1 dla pewnego t] = 1.

Zadanie 4:. (8 punktow)



Niech ¢y oznacza przestrzen zespolonych ciagdéw zbieznych do zera z nor-
ma ||(z1,22,...)||lcc = SUP,>; |ZTn|, natomiast I' oznacza przestrzen ciagow
zespolonych dla ktorych norma ||(z1, @2, ...)||1 = > o, |@n| jest skonczona.

1. Znajdz norme funkcjonatu ¢ : ¢ — C zadanego przez
¢($1,[L’2, ) = ZQ_RIn
n=1
2. Uzasadnij, ze nie istnieje ciag z € ¢y o normie 1 taki ze |[¢(x)| =

1 llco—c-

3. Znajdz norme funkcjonatu v : I' — C zadanego przez

W79, ) = i (1 - %) .

n=1

4. Uzasadnij, ze nie istnieje ciag z € [' o normie 1 taki ze [¢(z)] =

|%]ln e

Zadanie 4. (8 punktow)
Dla jakich wartosci parametru A € R, rownanie catkowe

u(z) =z + )\/ sin(u(y) + =) dy

ma rozwigzanie w przestrzeni funkeji ciaglych v € C([a, b])?



EGZAMIN MAGISTERSKI, 8.09.2025 r.
Analiza danych

Zadanie 1 . (8 punktow)

a) Wektor (0.24,0.12,0.045,0.01,0.21,0.048, 0.33,0.0007,0.16,0.031) zawie-
ra cigg p-wartosci dla niezaleznych hipotez Hy, ..., Hyo i niech o = 0.1.

(3 pkt) Wykonaj procedure wielokrotnego testowania Holma, do kon-
troli FWER na poziomie « i podaj liczbe odrzuconych hipotez.
Czy zastosowana procedura na pewno bedzie kontrolowa¢ FDR
na poziomie «?

(3 pkt) Wykonaj procedure wielokrotnego testowania Benjaminiego-
Hochberga, do kontroli FDR na poziomie « i podaj liczbe od-
rzuconych hipotez. Czy zastosowana procedura na pewno bedzie
kontrolowa¢ FWER na poziomie a?

b) (2 pkt) Wartos¢ statystyki Fishera dla testowania zera globalnego Hy =
10

ﬂ Ho; wynosi 59. Podaj wzor na p-wartosé dla tego testu.
i=1

Zadanie 2. (8 punktow)

Niech X = (X1, X2)T ~ No(u,X), przy czym pu = (2,—1)7 oraz ¥ =
diag{4,3}. Niech a = (—1,3)T, b = (4, —1)T. Jaki jest laczny rozktad wekto-
ra losowego (a X, b"X)T? Czy zmienne losowe a' X oraz b"X sg niezalezne?
Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 3. (8 punktow)

Niech Xji,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie
N(0,0), gdzie § = EX?. Wyznacz estymator najwiekszej wiarogodnosci pa-
rametru 7 = 02. Czy uzyskany estymator jest estymatorem nieobcigazonym o
minimalnej wariancji? OdpowiedZ uzasadnij.

Zadanie 4:. (8 punktow)



Niech X,, bedzie zmienna losowa opisujaca liczbe ortow w n rzutach syme-
tryczng moneta, a Y,, niech bedzie niezalezng od X,, zmienng losowa opisujaca
liczbe ortéw w n + 1 rzutach symetrycznag monetg.

1.

(1 pkt) Czy rozktad zmiennej losowej X,, — Y, jest rozkladem dwumia-
nowym?
Swoja odpowiedz uzasadnij.

(2 pkt) Znajdz P(X,, < Y,). W tym celu udowodnij, ze P(X,, < Y,,) =
Pn—X, <n+1-Y,).

(1 pkt)Jaki rozktad ma zmienna losowa X,, + Y7
Swoja odpowiedz uzasadnij.

(2 pkt) Czy zmienne losowe X,, + Y, oraz X, — Y, sa niezalezne?
Swoja odpowiedz uzasadnij.

(2 pkt) Oblicz
lim Corr(X, +Y,, X, —Y,).

n—oo



EGZAMIN MAGISTERSKI, 8.09.2025 r.
Aktuarialno-finansowa

Zadanie 1 . (8 punktow)

Niech {B;(t) : t > 0}, i = 1,2, ... beda wzajemnie niezaleznymi standar-
dowymi procesami Wienera okre§lonymi na tej samej przestrzeni probabili-
styczne;.

a) Znalez¢ funkcje h(-) : N — R taka, ze dla kazdego n € N proces stocha-
styczny
Yn(t) = ZZ:l(_l)kBk(kt)7 t>0
h(n)
jest standardowym procesem Wienera.
b) Zatozmy, ze n € N oraz s,t > 0. Ile wynosi

Cov(Bant1(s), Yani2(t))?

Odpowiedzi uzasadnic.

Zadanie 2 . (8 punktow)

Niech X,, bedzie zmienna losowa opisujaca liczbe ortéw w n rzutach syme-
tryczng moneta, a Y, niech bedzie niezalezng od X,, zmienng losowa opisujaca
liczbe ortéw w n + 1 rzutach symetryczna monetg.

1. (1 pkt) Czy rozktad zmiennej losowej X,, — Y, jest rozktadem dwumia-
nowym?
Swoja odpowiedz uzasadnij.

2. (2 pkt) Znajdz P(X,, < Y,). W tym celu udowodnij, ze P(X,, <Y,,) =
Pn— X, <n+1-Y,).

3. (1 pkt)Jaki rozktad ma zmienna losowa X,, + Y7
Swoja odpowiedz uzasadnij.

4. (2 pkt) Czy zmienne losowe X, +Y,, oraz X,, —Y,, sa niezalezne?
Swoja odpowiedz uzasadnij.

5. (2 pkt) Oblicz
lim Corr(X, +Y,, X, — Y,).

n—oo



Zadanie 3. (8 punktow)
Nos$é¢ szkdbd N ma rozktad dany rekurencyjnie:

1
P(N=0) = —
V=0 -,
PIN=k) 2 4
PN—k—-1) 3 3. "7

1. Wylicz wartos$¢ oczekiwana zmiennej N.
2. Wylicz wariancje zmiennej V.
3. Podaj wzo6r na rozktad zmiennej N.

4. Podaj og6lny wzor rekurenyjny Panjera dla zmiennych losowych o war-
tosciach naturalnych.

Zadanie 4. (8 punktow)

Rozwaz $wiat Blacka-Scholesa. Dane sa: Sp = 100, K = 100, 7" = 0.5,
gdzie (S;),t > 0 oznacza proces ceny aktywa bazowego. Przyjmij brak arbi-
trazu, ciaggla nominalng stope procentowg r oraz ze nie sg wyptacane dywi-
dendy.

Podane sg ceny trzech opcji binarnych o tym samym terminie wygasniecia
T i cenie wykonania K:

Opcja call cash-or-nothing (C*"), wyptacajaca 1 gdy Sy > K : C"" =
0,48,

Opcja put cash-or-nothing (P""), wyplacajaca 1 gdy Sy < K : PY" =
0, 48,

Opcja call asset-or-nothing (C***¢"), wyplacajaca Sy e¢dy Sr > K :
casset = 61, 25.

Polecenia:

1. (2 pkt) Wyznacz stope wolng od ryzyka r.

2. (6 pkt) Oblicz cene europejskiej opcji waniliowej put dla tych samych
parametrow Sg, K, T.



