
EGZAMIN MAGISTERSKI, 14.02.2025 r.
Matematyka w ekonomii

Zadanie 1. (8 punktów)
Rozpatrzmy funkcj¦ produkcji typu Cobba-Douglasa nast¦puj¡cej postaci

Y = β0 x
β1

1 xβ2

2 . . . xβk

k exp(W ),

gdzie:

Y � wielko±¢ produkcji,
x1, x2, . . . xk � nielosowe nakªady czynników produkcji,
β1, β2, . . . , βk � nielosowe parametry,
W � bª¡d losowy o rozkªadzie normalnym N(0, σ2).

Wyznacz dystrybuant¦ oraz g¦sto±¢ rozkªadu wielko±ci produkcji Y.

Zadanie 2. (8 punktów)
Niech X1, . . . , Xm b�edzie prób�a z rozkªadu N(µ1, σ

2). Niech Y1, . . . , Yn
b�edzie prób�a z rozkªadu N(µ2, σ

2). Zakªadamy, »e obie próby s�a niezale»-
ne, a wariancja σ2 nieznana. Testujemy H0 : µ1 = µ2 przeciwko globalnym
alternatywom. Statystyka testowa

T =

√
mn

m+ n

X − Y√
1

m+n−2

[∑m
i=1(Xi −X)2 +

∑n
j=1(Yj − Y )2

]
odrzuca H0 dla du»ych warto±ci |T |. Jaki jest rozkªad statystyki T przy
hipotezie zerowej? Odpowied¹ uzasadnij.

Zadanie 3. (8 punktów)
Proces stochastyczny {Xt : t ∈ Z} jest szeregiem czasowym ARMA(p, q).

(i) Czy proces zró»nicowany {∆Xt : t ∈ Z} = {Xt − Xt−1 : t ∈ Z} jest
szeregiem czasowym ARMA?

(ii) Czy proces {∆Xt : t ∈ Z} jest odwracalny?

Uzasadnij swoje odpowiedzi na powy»sze pytania.



Zadanie 4. (8 punktów)
Zmienna losowa X ma rozkªad zadany przez

P(X > x) =

{
1 x < 0
ae−λx x ≥ 0.

gdzie 0 < a < 1.
(a) Ile wynosi P(X = 0)? Opisz jaki rozkªad ma zmienna losowa X.
(b) Obliczy¢

E(X).

(c) Obliczy¢
E(X − c)+,

gdy

a =
1

2
, λ = 2, c =

ln 2

2
.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 14.02.2025 r.
Matematyka teoretyczna

Zadanie 1. (8 punktów)
Niech p : R2 → R b¦dzie dane wzorem

p(x, y) = x.

� Udowodnij, »e p jest funkcj¡ ci¡gª¡.

� Czy obraz p[U ], gdy U jest zbiorem otwartym, musi by¢ otwarty? Od-
powied¹ uzasadnij.

� Podaj przykªad domkni¦tego zbioru D ⊆ R2 takiego, »e jego obraz p[D]
nie jest domkni¦ty.

� Poka», »e je»eli D ⊆ R2 jest domkni¦ty i ograniczony, to jego obraz
p[D] jest domkni¦ty.

Uwaga. Zarówno na R jak i R2 rozwa»amy metryki euklidesowe.

Zadanie 2. (8 punktów)
Niech X b¦dzie zbiorem, a P(X) � rodzin¡ wszystkich podzbiorów X.

Na P(X) rozwa»my dziaªania U+V := (U \V )∪(V \U) oraz U ·V := U ∩V .
Wiadomo, »e (P(X),+, ·) jest pier±cieniem.

(a) (1pkt) Dla U ⊆ X opisa¢, z jakich zbiorów skªada si¦ ideaª gªówny (U)
generowany przez U .

(b) (5pkt) Udowodni¢, »e (P(X),+, ·) jest pier±cieniem ideaªów gªównych
wtedy i tylko wtedy, gdy X jest sko«czony.

(c) (2pkt) Udowodni¢, »e dla ka»dego x ∈ X zbiór Ix := {Y ∈ P(X) : x /∈
Y } jest ideaªem maksymalnym pier±cienia (P(X),+, ·).

Zadanie 3. (8 punktów)
Zmienne losowe X1, X2, . . . s¡ niezale»ne i Xn ma rozkªad jednostajny na[

− 1
n
, 1
n

]
.



a) Poka», »e

Mn =
n∑

j=1

XjXj+1

jest martyngaªem wzgl¦dem �ltracji Fn = σ(X1, X2, . . . , Xn, Xn+1).

b) Poka», »e
sup
n
[M2

n] <∞

i wywnioskuj, »e martyngaª Mn jest zbie»ny w L2.

c) Czy st¡d wynika, »e martyngaª Mn jest zbie»ny p.w.?

Zadanie 4. (8 punktów)
Znajd¹ b > 0 oraz domkni¦ty podzbiór przestrzeni C([0, b]), na którym

operator F zadany wzorem

F (u)(x) = sin x+

∫ x

0

u3(y) dy

jest kontrakcj¡.
Uzasadnij, »e równanie caªkowe

u(x) = sin x+

∫ x

0

u3(y) dy

ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie w przestrzeni C([0, b]).



EGZAMIN MAGISTERSKI, 14.02.2025 r.
Analiza danych

Zadanie 1. (8 punktów)

1. Rozwa»my nast¦puj¡cy ukryty model Markowa (HMM):

� Stany ukryte: S = {1, 2}.
� Macierz przej±¢:

A =

[
1
3

2
3

4
5

1
5

]
.

� Zbiór obserwacji: V = {A,B}.
� Prawdopodobie«stwa emisji: Dla ka»dego stanu s ∈ S mamy

P (ot = A | qt = 1) = p, P (ot = B | qt = 1) = 1− p,

P (ot = A | qt = 2) = 1
2
, P (ot = B | qt = 2) = 1

2
,

gdzie p ∈ (0, 1).

� Rozkªad pocz¡tkowy:

P (X1 = 1) = 1
4
, P (X1 = 2) = 3

4
.

� Obserwacja: Zaobserwowano ci¡g O = o1o2 = AB.

� Cel: Niech Q∗ = q∗1q
∗
2 oznacza najbardziej prawdopodobny ci¡g

stanów ukrytych, tj.

Q∗ = arg max
Q=q1q2

P (Q | O, λ).

Korzystaj¡c z algorytmu Viterbiego, wyznacz, dla jakich war-
to±ci parametru p najbardziej prawdopodobnym stanem w chwili
t = 2 jest stan 1.

Innymi sªowy, wyznacz warto±ci parametru p dla których

q∗2 = 1.

Zadanie 2. (8 punktów)



Niech X b�edzie zmienn�a losow�a o rozkªadzie jednostajnym U(−1, 1).
Niech Y = X2. Czy zmienne losowe X i Y s�a
a) niezale»ne?
b) nieskorelowane?
Odpowied¹ uzasadnij.

Zadanie 3. (8 punktów)
Niech X1, . . . , Xm b�edzie prób�a z rozkªadu N(µ1, σ

2). Niech Y1, . . . , Yn
b�edzie prób�a z rozkªadu N(µ2, σ

2). Zakªadamy, »e obie próby s�a niezale»-
ne, a wariancja σ2 nieznana. Testujemy H0 : µ1 = µ2 przeciwko globalnym
alternatywom. Statystyka testowa

T =

√
mn

m+ n

X − Y√
1

m+n−2

[∑m
i=1(Xi −X)2 +

∑n
j=1(Yj − Y )2

]
odrzuca H0 dla du»ych warto±ci |T |. Jaki jest rozkªad statystyki T przy
hipotezie zerowej? Odpowied¹ uzasadnij.

Zadanie 4. (8 punktów)
Zmienna losowa X ma rozkªad zadany przez

P(X > x) =

{
1 x < 0
ae−λx x ≥ 0.

gdzie 0 < a < 1.
(a) Ile wynosi P(X = 0)? Opisz jaki rozkªad ma zmienna losowa X.
(b) Obliczy¢

E(X).

(c) Obliczy¢
E(X − c)+,

gdy

a =
1

2
, λ = 2, c =

ln 2

2
.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 14.02.2025 r.
Aktuarialno-�nansowa

Zadanie 1. (8 punktów)
Niech {B1(t); t ≥ 0}, {B2(t); t ≥ 0} b¦d¡ niezale»nymi standardowymi

ruchami Browna.
a) Wyznaczy¢ wszystkie a > 0, »e proces

{X(t) := aB1(t)−B2

(
8

3
at

)
; t ≥ 0}

jest standardowym ruchem Browna.
b) Znale¹¢ granic¦

lim
n→∞

P
(
B1(n) >

√
nB2(2025)

)
.

Odpowiedzi uzasadni¢.

Zadanie 2. (8 punktów)
Zmienna losowa X ma rozkªad zadany przez

P(X > x) =

{
1 x < 0
ae−λx x ≥ 0.

gdzie 0 < a < 1.
(a) Ile wynosi P(X = 0)? Opisz jaki rozkªad ma zmienna losowa X.
(b) Obliczy¢

E(X).

(c) Obliczy¢
E(X − c)+,

gdy

a =
1

2
, λ = 2, c =

ln 2

2
.

Zadanie 3. (8 punktów)
Model ci¡gªy. Niech R(t) = u+ct−S(t), t > 0 b¦dzie procesem nadwy»ki

ubezpieczyciela gdzie:



S(t) =
∑N(t)

i=1 Xi jest zªo»onym procesem Poissona z parametrem cz¦sto-
tliwo±ci λ, tzn. N(t) ma rozkªad Poissona o warto±ci oczekiwanej λt,

Niech ψ(u) = P (T < ∞) b¦dzie prawdopodobie«stwem ruiny, gdzie T =
inf{t : R(t) < 0},

� zakªadaj¡c, »e warto±¢ pojedynczej szkody Xi ma rozkªad wykªadniczy
Exp(1), oraz λ = 1, c = 3 podaj wzór na ψ(u), dla dowolnego u ≥ 0,

� zakªadaj¡c, »e Xi maj¡ dowolny rozkªad oraz λ = 1, EXi = 1, c = 2,
podaj warto±¢ ψ(0),

� dla dowolnego rozkªadu Xi, przy zaªo»eniu, »e q = λEXi/c < 1 podaj
wzór na 1−ψ(u), dla dowolnego u ≥ 0, u»ywaj¡c rozkªadu resztowego
(wzór Pollaczka-Chinczyna)

� podaj de�nicj¦ wspóªczynnika dopasowania w modelu ci¡gªym i jego
warto±¢, gdy szkody Xi maj¡ rozkªad wykªadniczy.

Zadanie 4. (8 punktów)
Niech p1, p2, p3 b¦d¡ cenami trzech opcji europejskich PUT na to samo

aktywo bazowe z cenami wykonania odpowiednio K1, K2 i K3. Zaªó»my,
»e opcje te maj¡ tak¡ sam¡ zapadalno±¢, a ich ceny wykonania speªniaj¡
K1 < K2 < K3 oraz K2 − K1 = K3 − K2. Udowodnij, »e aby nie byªo
arbitra»u musi by¢ speªniona zale»no±¢

p2 ≤
p1 + p3

2
.


