EGZAMIN MAGISTERSKI, 14.02.2025 r.
Matematyka w ekonomii

Zadanie ]_ . (8 punktow)
Rozpatrzmy funkcje produkcji typu Cobba-Douglasa nastepujacej postaci

Y = Boai 2 ... x* exp(W),
gdzie:
Y — wielkos¢ produkcji,
X1, Ta,...x, — nielosowe naktady czynnikéw produkeji,
b1, Pa, ..., Br — nielosowe parametry,
W — blad losowy o rozkladzie normalnym N (0, 0?).
Wyznacz dystrybuante oraz gestos¢ rozktadu wielkosci produkeji Y.

Zadanie 2. (8 punktow)

Niech Xi,...,X,, bedzie proba z rozktadu N(ui,0?). Niech Yi,...,Y,
bedzie proba z rozktadu N(us,o?). Zakladamy, ze obie proby sa niezalez-
ne, a wariancja o2 nieznana. Testujemy Hy : py = po przeciwko globalnym
alternatywom. Statystyka testowa

\/:\/ X-Y

s | X (X = X + (Y — VP

odrzuca H, dla duzych wartosci |T'|. Jaki jest rozktad statystyki 7' przy
hipotezie zerowej? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 3. (8 punktow)
Proces stochastyczny { X, : t € Z} jest szeregiem czasowym ARMA(p, q).

(i) Czy proces zroznicowany {AX; : t € Z} = {X; — X1 : t € Z} jest
szeregiem czasowym ARMA?

(ii) Czy proces {AX, :t € Z} jest odwracalny?

Uzasadnij swoje odpowiedzi na powyzsze pytania.



Zadanie 4. (8 punktow)
Zmienna losowa X ma rozktad zadany przez
1 <0
P(X >z) = { ae ™M x> 0.
gdzie 0 < a < 1.

(a) Tle wynosi P(X = 0)? Opisz jaki rozktad ma zmienna losowa X.
(b) Obliczy¢

(c) Obliczy¢

gdy



EGZAMIN MAGISTERSKI, 14.02.2025 r.
Matematyka teoretyczna

Zadanie 1 « (8 punktow)
Niech p: R? — R bedzie dane wzorem

p(z,y) ==
e Udowodnij, ze p jest funkcja ciagta.

e Czy obraz p[U], gdy U jest zbiorem otwartym, musi by¢ otwarty? Od-
powiedZ uzasadnij.

e Podaj przyktad domknietego zbioru D C R? takiego, ze jego obraz p[D]
nie jest domkniety.

e Pokaz, ze jezeli D C R? jest domkniety i ograniczony, to jego obraz
p[D] jest domkniety.

Uwaga. Zaréwno na R jak i R? rozwazamy metryki euklidesowe.

Zadanie 2. (8 punktow)

Niech X bedzie zbiorem, a P(X) — rodzina wszystkich podzbiorow X.
Na P(X) rozwazmy dzialania U+V := (U\V)U(V\U) oraz U-V :=UNV.
Wiadomo, ze (P(X),+,-) jest pierscieniem.

(a) (1pkt) Dla U C X opisa¢, z jakich zbiorow sktada sie ideal gtowny (U)
generowany przez U.

(b) (5pkt) Udowodni¢, ze (P(X),+,) jest pierScieniem idealow gtownych
wtedy i tylko wtedy, gdy X jest skonczony.

(c) (2pkt) Udowodnié, ze dla kazdego z € X zbior I, :={Y € P(X) :z ¢
Y} jest idealem maksymalnym pierscienia (P(X), +, ).

Zadanie 3. (8 punktow)
Zmienne losowe X1, X5, ... sg niezalezne i X,, ma rozktad jednostajny na

~43]



a) Pokaz, ze
Mn == ZXij+1
j=1
jest martyngatem wzgledem filtracji F,, = o(X1, Xo, ..., X, Xpy1)-

b) Pokaz, ze
sup[M?2] < oo

i wywnioskuj, ze martyngal M, jest zbiezny w L2

¢) Czy stad wynika, ze martyngal M, jest zbiezny p.w.?

Zadanie 4:. (8 punktow)
Znajdz b > 0 oraz domkniety podzbior przestrzeni C([0,b]), na ktérym
operator F' zadany wzorem

F(u)(x) =sinz + /090 u?(y) dy

jest kontrakcja.
Uzasadnij, ze rownanie catkowe

u(z) =sinx + /Ox u?(y) dy

ma doktadnie jedno rozwiazanie w przestrzeni C(]0, b]).



EGZAMIN MAGISTERSKI, 14.02.2025 r.
Analiza danych

Zadanie 1 « (8 punktow)

1. Rozwazmy nastepujacy ukryty model Markowa (HMM):

Stany ukryte: S = {1, 2}.

Macierz przejsé:

A:

Tl= WwIN
| I |

Ul Wl

Zbiér obserwacji: V = {4, B}.

Prawdopodobienstwa emisji: Dla kazdego stanu s € S mamy
Ploo=A|lq=1) = p, Plo=B|g=1)=1-p,
P(Ot:A|Qt:2) = %, P(Ot:B|Qt:2):%v

gdzie p € (0,1).

Rozklad poczatkowy:

P(X;=1)= %, P(X;=2)= %.

Obserwacja: Zaobserwowano cigg O = 0109 = AB.

Cel: Niech Q* = ¢{q¢; oznacza najbardziej prawdopodobny ciag
stanow ukrytych, tj.

Q" = arg max P(Q | O,\).
Q=q1q2

Korzystajac z algorytmu Viterbiego, wyznacz, dla jakich war-
tosci parametru p najbardziej prawdopodobnym stanem w chwili
t = 2 jest stan 1.

Innymi stowy, wyznacz wartosci parametru p dla ktérych

¢ = 1.

Zadanie 2. (8 punktow)



Niech X bedzie zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym U(—1,1).
Niech Y = X?2. Czy zmienne losowe X i Y sa
a) niezalezne?
b) nieskorelowane?
Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 3. (8 punktow)

Niech X7i,...,X,, bedzie proba z rozktadu N(uy,o0?). Niech Yi,...,Y,
bedzie proba z rozktadu N(pus,0?). Zakladamy, ze obie proby sa niezalez-
ne, a wariancja o2 nieznana. Testujemy Hy : 1, = po przeciwko globalnym
alternatywom. Statystyka testowa

T [ mn X-Y
m+n\/ L

m+n—2 [ZZI(XZ - 7>2 + Z;L:1(YJ - 7)2

odrzuca Hy dla duzych wartosci |T'|. Jaki jest rozklad statystyki T przy
hipotezie zerowej? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 4. (8 punktéw)
Zmienna losowa X ma rozktad zadany przez

1 r <0

P(X >x) :{ ae ™M x> 0.

gdzie 0 < a < 1.
(a) Ile wynosi P(X = 0)? Opisz jaki rozktad ma zmienna losowa X.
(b) Obliczy¢

E(X).
(c) Obliczy¢
]E<X - C)-I—u
By 1 In2
a=—=, AN=2, c= 2,
2 2



EGZAMIN MAGISTERSKI, 14.02.2025 r.
Aktuarialno-finansowa

Zadanie ]_ . (8 punktow)

Niech {Bi(t);t > 0}, {B2(t);t > 0} beda niezaleznymi standardowymi
ruchami Browna.
a) Wyznaczyé wszystkie a > 0, ze proces

(X(t) = aBi(t) — By @m) > 0)

jest standardowym ruchem Browna.
b) Znalez¢ granice

lim P (Bi(n) > v/nB5(2025)) .

n—o0

Odpowiedzi uzasadnic.

Zadanie 2. (8 punktow)
Zmienna losowa X ma rozktad zadany przez

1 z <0

P(X >CC) :{ ae ™ x> 0.

gdzie 0 < a < 1.

(a) Tle wynosi P(X = 0)? Opisz jaki rozklad ma zmienna losowa X.
(b) Obliczy¢

E(X).
(c) Obliczy¢
E(X - C)+7
By 1 In2
a=—-, A=2, c= 2,
2 2

Zadanie 3. (8 punktow)
Model ciagly. Niech R(t) = u+ct—S(t), t > 0 bedzie procesem nadwyzki
ubezpieczyciela gdzie:



S(t) = Zﬁ\;(lt) X; jest ztozonym procesem Poissona z parametrem czesto-
tliwosci A, tzn. N(t) ma rozktad Poissona o wartosci oczekiwanej \t,

Niech ¢ (u) = P(T < 00) bedzie prawdopodobienistwem ruiny, gdzie T =
inf{t : R(t) < 0},

e zakltadajac, ze wartos¢ pojedynczej szkody X; ma rozklad wykltadniczy
Exp(1), oraz A =1, ¢ = 3 podaj wzér na ¥(u), dla dowolnego u > 0,

e zakladajac, ze X; maja dowolny rozktad oraz A =1, EX; =1, c¢=2,
podaj wartos$¢ ¢(0),

e dla dowolnego rozktadu X;, przy zalozeniu, ze ¢ = AEX;/c < 1 podaj
wzor na 1 — v (u), dla dowolnego u > 0, uzywajac rozkladu resztowego
(wzor Pollaczka-Chinczyna)

e podaj definicje wspotczynnika dopasowania w modelu ciagglym i jego
wartos¢, gdy szkody X; maja rozktad wykladniczy.

Zadanie 4:. (8 punktow)

Niech pi, p2, p3 beda cenami trzech opcji europejskich PUT na to samo
aktywo bazowe z cenami wykonania odpowiednio K, K, i Kj. Zal6zmy,
ze opcje te maja taka samag zapadalnosé, a ich ceny wykonania spetniaja
K, < Ky < K3 oraz Ky — K; = K3 — K,. Udowodnij, ze aby nie byto
arbitrazu musi by¢ spelniona zaleznosé¢

Dy < D1 +P3'

2




