
EGZAMIN MAGISTERSKI, 09.09.2024 r.
Matematyka w ekonomii

Zadanie 1. (8 punktów)
W badaniu zanieczyszczenia strumienia wody, st¦»enie zanieczyszczenia

jest mierzone w 5 ró»nych miejscach. Miejsca te znajduj¡ si¦ w ró»nych odle-
gªo±ciach od »ródªa zanieczyszczenia. W poni»szej tabeli podano te odlegªo±ci
i ±rednie zanieczyszczenie:

Odlegªo±c do ¹ródªa zanieczyszczenia (w km) 2 4 6 8 10
�rednie st¦»enie 11,5 10,2 10,3 9,68 9,32

Dane zostaªy zamodelowane przy pomocy standardowego modelu regresji
liniowej

y = β1x+ β0 + ϵ.

Jakie jest oszacowania parametru:

(a) β1,

(b) β0,

(c) odchylenia standardowego bª¦du ϵ?

Zadanie 2. (8 punktów)
Niech X b�edzie zmienn�a losow�a o rozkªadzie gamma z parametrami α i

β, a Y zmienn�a losow�a o rozkªadzie beta z parametrami α i β. Wyznacz EXk

oraz EY k, k ∈ N+.

Zadanie 3. (8 punktów)
Rozpatrzmy proces stochastyczny {Xt : t ∈ Z} zde�niowany rekurencyj-

nie
Xt − 0, 75Xt−1 + 0, 5625Xt−2 = Wt + 1, 25Wt−1,

gdzie {Wt} jest to ci¡g i.i.d zmiennych losowych o rozkªadzie N(0, 1).



(i) Okre±l jakiego typu szeregiem czasowym jest powy»ej zde�niowany pro-
ces stochastyczny?

(ii) Czy jest to proces wynikowy?

(ii) Czy jest to proces odwracalny?

Zadanie 4. (8 punktów)
Para zmiennych losowych (X,Y ) ma ª¡czny rozkªad zadany nast¦puj¡c¡

tablic¡ funkcji prawdopodobie«stwa p(i, j) = P(X = i, Y = j):

Tabela 1: Funkcja prawdopodobie«stwa p(i, j) ª¡cznego rozkªadu (X, Y )

i\j 0 1 2 3
0 1/8 1 /8 0 0
1 1/8 1/8 0 0
2 0 0 1/8 1/8
3 0 0 1/8 1/8

1 Czy zmienne losowe X,Y s¡ niezale»ne. Uzasadnij odpowied¹.

2 Niech Z = min(2, XY ). Obliczy¢ EZ.

3 Rozkªad pary zmiennych losowych (W,V ) ma funkcj¦ prawdopodobie«-
stwa pW,V (i, j) = P(X = i, Y = j|X + Y ≤ 2). Policzy¢ kowariancj¦
cov(W,V ).



EGZAMIN MAGISTERSKI, 09.09.2024 r.
Nauczycielska

Zadanie 1. (8 punktów)
Rozwa»my przestrze« miarow¡ (R,Bor(R), λ), gdzie λ jest miar¡ Lebes-

gue'a.

� (2) Niech f : R → R b¦dzie dana wzorem f(x) = 3x − 2. Niech A =
[1, 3] \Q. Oblicz ∫

A

f dλ.

� (3) Podaj przykªad funkcji f : [0, 1] → R, która nie jest caªkowalna
w sensie Riemanna, ale jest borelowska (borelowsko±¢ tej funkcji na-
le»y wykaza¢). Przypomnijmy, »e f : [0, 1] → R jest borelowska, je»e-
li f−1[B] jest zbiorem borelowskim dla ka»dego borelowskiego zbioru
B ⊆ R.

� (3) Poka», »e je»eli f = g prawie wsz¦dzie, to∫
f dλ =

∫
g dλ,

o ile te caªki istniej¡. Poka», »e niekoniecznie zachodzi odwrotna impli-
kacja.

Zadanie 2. (8 punktów)
Udowodnij, »e dla dowolnego naturalnego n liczba 8n + 6 jest podzielna

przez 7.

Zadanie 3. (8 punktów)
�ciany pewnego wypukªego wielo±cianu s¡ albo trójk¡tami równoboczny-

mi, albo kwadratami, przy czym »adne dwie ±ciany trójk¡tne, ani »adne dwie
±ciany kwadratowe, nie maj¡ wspólnej kraw¦dzi.

1. Uzasadnij, »e ka»dy wierzchoªek tej bryªy zawiera si¦ w dokªadnie czte-
rech ±cianach.



2. Korzystaj¡c z (1) oraz z to»samo±ci Eulera, znajd¹ liczb¦ ±cian, kraw¦-
dzi i wierzchoªków w tym wielo±cianie.

3. Naszkicuj siatk¦ tego wielo±cianu.

Zadanie 4. (8 punktów)
Na zbiorze X := {1, 2, 3, . . . , 20} wprowadzamy relacj¦ podzielno±ci: a|b

je±li b = ka dla pewnego k naturalnego.
a) Uzasadnij, »e relacja �|� jest cz¦±ciowym porz¡dkiem na X.
b) Wska» elementy minimalne i maksymalne w zbiorze X wzgl¦dem tej

relacji. Czy istnieje element najmniejszy w zbiorze X wzgl¦dem tej relacji?
Czy istnieje element najwi¦kszy w zbiorze X wzgl¦dem tej relacji?



EGZAMIN MAGISTERSKI, 09.09.2024 r.
Matematyka teoretyczna

Zadanie 1. (8 punktów)
Rozwa»my przestrze« miarow¡ (R,Bor(R), λ), gdzie λ jest miar¡ Lebes-

gue'a.

� (2) Niech f : R → R b¦dzie dana wzorem f(x) = 3x − 2. Niech A =
[1, 3] \Q. Oblicz ∫

A

f dλ.

� (3) Podaj przykªad funkcji f : [0, 1] → R, która nie jest caªkowalna
w sensie Riemanna, ale jest borelowska (borelowsko±¢ tej funkcji na-
le»y wykaza¢). Przypomnijmy, »e f : [0, 1] → R jest borelowska, je»e-
li f−1[B] jest zbiorem borelowskim dla ka»dego borelowskiego zbioru
B ⊆ R.

� (3) Poka», »e je»eli f = g prawie wsz¦dzie, to∫
f dλ =

∫
g dλ,

o ile te caªki istniej¡. Poka», »e niekoniecznie zachodzi odwrotna impli-
kacja.

Zadanie 2. (8 punktów)

(a) Podaj de�nicj¦ centrum grupy G, oznaczanego przez Z(G).

(b) Udowodnij, »e je±li G jest grup¡ nieprzemienn¡, to G/Z(G) nie jest
grup¡ cykliczn¡.

(c) Podaj de�nicj¦ automor�zmu wewn¦trznego grupy.

(d) Udowodnij, »e grupa automor�zmów wewn¦trznych dowolnej grupy G
jest izomor�czna z G/Z(G).



Zadanie 4. (8 punktów)
Okr¡g (x − 2)2 + z2 = 1 le»¡cy na pªaszczy¹nie Oxz w ukªadzie karte-

zja«skim Oxyz w przestrzeni obrócono wokóª osi Oz tworz¡c torus T . Uza-
sadnij, »e przeksztaªcenie r : T → T torusa T w siebie zadane przez obrót
w przestrzeni o k¡t π wokóª osi Ox nie jest homotopijne z przeksztaªceniem
identyczno±ciowym idT : T → T .

Zadanie 4. (8 punktów)
Zaªó»my, »e a, b ∈ C s¡ takie, »e [Q(a) : Q] = 2 oraz [Q(b) : Q] = 3.

1. Czy mo»liwe jest »e [Q(a/b) : Q] = 6? Odpowied¹ uzasadni¢ (tzn. albo
poda¢ przykªad z dowodem, albo udowodni¢ nieistnienie)!

2. Czy mo»liwe jest »e [Q(a/b) : Q] = 3? Odpowied¹ uzasadni¢ (tzn. albo
poda¢ przykªad z dowodem, albo udowodni¢ nieistnienie)!

Zadanie 4. (8 punktów)

� (3) Poka», »e A ⊆ 2ω jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy A jest ciaªem
[T ] pewnego drzewa T ⊆ 2<ω.

� (3) Poka», »e dla ka»dego zbioru S ⊆ 2<ω zbiór {x ∈ 2ω : ∃∞n x|n ∈ S}
jest typu Gδ.

� (2) Podaj przykªad zbioru A ⊆ 2ω, który nie jest Gδ, ale jest Fσ.

Zadanie 4. (8 punktów)
Uzasadnij, »e zagadnienie

y′ = 1− y2, y(0) = 0

ma rozwi¡zanie istniej¡ce dla wszystkich t ≥ 0, natomiast zagadnienie

y′ = 1 + y2, y(0) = 0

nie ma rozwi¡zania, które istnieje dla wszystkich t ≥ 0.

Zadanie 4. (8 punktów)
W tym zadaniu rozwa»amy operatory liniowe na przestrzeni l2 (ci¡gów

liczb zespolonych sumowalnych z kwadratem).



1. Podaj przykªad nieodwracalnego operatora zwartego, który ma nie-
sko«czenie wiele warto±ci wªasnych.

2. Udowodnij, »e operator T1 zadany wzorem

T1(x1, x2, ...) = (x2, x1, x4, x3, x6, x5, ...)

nie jest zwarty.

3. Wyznacz operator sprz¦»ony T ∗
2 do operatora T2 zadanego wzorem

T2(x1, x2, ...) =
(
0, x1,

x2

2
,
x3

3
,
x4

4
, ...

)
.

4. Poka», »e T2 nie ma niezerowych warto±ci wªasnych i udowodnij, »e T2

jest zwarty.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 09.09.2024 r.
Analiza danych

Zadanie 1. (8 punktów)
Rozwa»my nast¦puj¡cy ukryty model Markowa:
(Ukryte) stany: S = {1, 2}. Macierz prawdopodobie«stw przej±¢ mi¦dzy

stanami jest nast¦puj¡ca:

A =

[
0.4 0.6
0.8 0.2

]
.

Zbiór obserwacji: V = {A,B}.
Prawdopodobie«stwa obserwacji b¦d¡c w ka»dym ze stanów s ∈ S:

P (ot = A|qt = 1) = 0.8 P (ot = B|qt = 1) = 0.2

P (ot = A|qt = 2) = 0.5 P (ot = B|qt = 2) = 0.5

Znamy równie» rozkªad pocz¡tkowy ªa«cucha:

P (X1 = 1) = 1, P (X1 = 2) = 0.

Zaobserwowali±my BBA, tzn., O = o1o2o3 = BBA. Niech Q∗ = q∗1q
∗
2q

∗
3

oznacza najbardziej prawdopodobny ci¡g ukrytych stanów, tj.

Q∗ = arg max
Q=q1q2q3

P (Q|O, λ).

U»ywaj¡c algorytmu Viterbiego wylicz stan q∗3, tj. stan w chwili t = 3
najbardziej prawdopodobnej ±cie»ki Q∗ = q∗1q

∗
2q

∗
3.

Zadanie 2. (8 punktów)
Niech (X, Y ) ma dwuwymiarowy rozkªad normalny z parametrami µ1 =

3, µ2 = 1, σ2
1 = 16, σ2

2 = 25, ρ = 3. Oblicz P (−3 < X < 3|Y = −4) i
P (3 < Y < 8|X = 7).

Zadanie 3. (8 punktów)
Niech U1, U2, U3, U4 b�ed�a niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadzie

U(0, 1). Obserwujemy zmienn�a losow�a X i na jej podstawie wery�kujemy

H0 : X ma rozkªad taki jak min{U1, U2, U3, U4}



przeciwko
H1 : X ma rozkªad taki jak min{U1, U2, U3}.

Wyznacz moc testu jednostajnie najmocniejszego na poziomie istotno±ci α.

Zadanie 4. (8 punktów)
Para zmiennych losowych (X,Y ) ma ª¡czny rozkªad zadany nast¦puj¡c¡

tablic¡ funkcji prawdopodobie«stwa p(i, j) = P(X = i, Y = j):

Tabela 2: Funkcja prawdopodobie«stwa p(i, j) ª¡cznego rozkªadu (X, Y )

i\j 0 1 2 3
0 1/8 1 /8 0 0
1 1/8 1/8 0 0
2 0 0 1/8 1/8
3 0 0 1/8 1/8

1 Czy zmienne losowe X,Y s¡ niezale»ne. Uzasadnij odpowied¹.

2 Niech Z = min(2, XY ). Obliczy¢ EZ.

3 Rozkªad pary zmiennych losowych (W,V ) ma funkcj¦ prawdopodobie«-
stwa pW,V (i, j) = P(X = i, Y = j|X + Y ≤ 2). Policzy¢ kowariancj¦
cov(W,V ).



EGZAMIN MAGISTERSKI, 09.09.2024 r.
Aktuarialno-�nansowa

Zadanie 1. (8 punktów)
Niech {Bi(t) : t ≥ 0}, i = 1, 2, ... b¦d¡ wzajemnie niezale»nymi standar-

dowymi procesami Wienera okre±lonymi na tej samej przestrzeni probabili-
stycznej.
a) Znale¹¢ funkcj¦ f(·) : N → R tak¡, »e dla ka»dego n ∈ N proces stocha-
styczny

Wn(t) :=
1

f(n)

n∑
i=1

Bi(it), t ≥ 0

jest standardowym procesem Wienera.
b) Zaªó»my, »e n ≤ m oraz n,m ∈ N . Ile wynosi

Cov(Wn(1),Wm(1))?

Odpowiedzi uzasadni¢.

Zadanie 2. (8 punktów)
Para zmiennych losowych (X,Y ) ma ª¡czny rozkªad zadany nast¦puj¡c¡

tablic¡ funkcji prawdopodobie«stwa p(i, j) = P(X = i, Y = j):

Tabela 3: Funkcja prawdopodobie«stwa p(i, j) ª¡cznego rozkªadu (X, Y )

i\j 0 1 2 3
0 1/8 1 /8 0 0
1 1/8 1/8 0 0
2 0 0 1/8 1/8
3 0 0 1/8 1/8

1 Czy zmienne losowe X,Y s¡ niezale»ne. Uzasadnij odpowied¹.

2 Niech Z = min(2, XY ). Obliczy¢ EZ.

3 Rozkªad pary zmiennych losowych (W,V ) ma funkcj¦ prawdopodobie«-
stwa pW,V (i, j) = P(X = i, Y = j|X + Y ≤ 2). Policzy¢ kowariancj¦
cov(W,V ).



Zadanie 3. (8 punktów)
Niech

Z = Z1 + Z2,

gdzie Z1 to obecna warto±¢ n-letniego ubezpieczenia terminowego, Z2 to obec-
na warto±¢ n-letniego czystego ubezpieczenia na do»ycie. Udowodnij, »e

V ar(Z) < V ar(Z1) + V ar(Z2),

czyli, »e �rma ubezpieczeniowa ponosi mniejsze ryzyko sprzedaj¡c jednej oso-
bie polis¦ na do»ycie (mieszane ubezpieczenie na »ycie i do»ycie) ni» oddziel-
nie: jednej osobie - ubezpieczenie terminowe na »ycie a drugiej osobie - czyste
ubezpieczenie na do»ycie.

Zadanie 4. (8 punktów)
Przyjmij ±wiat modelu Blacka-Scholesa. Klient A kupiª opcj¦ (long) call

na 1 akcj¦ z nast¦puj¡cymi parametrami:

� Bie»¡ca cena akcji (S): 100 PLN

� Cena wykonania opcji (K): 105 PLN

� Czas do wyga±ni¦cia opcji (T): 1 rok (365 dni)

� Stopa procentowa wolna od ryzyka (r): 5% rocznie

� Zmienno±¢ akcji (σ): 20% rocznie

� Koszt dywidendy (q): 0% (zakªadamy brak wypªaty dywidendy)

Instytucja �nansowa, która sprzedaªa opcj¦ klientowi A (i która b¦dzie j¡
replikowa¢ przy pomocy deltahedgingu), wyceniªa j¡ korzystaj¡c z równania
Blacka-Scholesa przy zaªo»eniu, »e krótka sprzeda» akcji (posiadanie ujemnej
liczby akcji) nie jest obarczona »adnymi dodatkowymi kosztami.

O ile wzrósªby koszt, gdyby instytucja �nansowa zaªo»yªa, »e krótka sprze-
da» instrumentu podstawowego kosztuje zgodnie z zadan¡ stop¡ R = 2%
(proporcjonalnie do czasu i warto±ci akcji posiadanych krótko). Uzasadnij.


