EGZAMIN MAGISTERSKI, 09.09.2024 r.
Matematyka w ekonomii

Zadanie 1 « (8 punktow)

W badaniu zanieczyszczenia strumienia wody, stezenie zanieczyszczenia
jest mierzone w 5 réznych miejscach. Miejsca te znajduja sie w réznych odle-
glodciach od zrodta zanieczyszczenia. W ponizszej tabeli podano te odlegtosci
i §rednie zanieczyszczenie:

Odlegtosc do zrodla zanieczyszezenia (w km) | 2 4 6 8 10

Srednie stezenie 11,5 (10,2 | 10,3 | 9,68 | 9,32

Dane zostaly zamodelowane przy pomocy standardowego modelu regresji
liniowe;j
y=pir+ G +e

Jakie jest oszacowania parametru:
(a) ﬁl?

(b) ﬂOa
(c) odchylenia standardowego bledu €?

Zadanie 2. (8 punktow)
Niech X bedzie zmienna losowa o rozktadzie gamma z parametrami « i

B, aY zmienna losowa o rozkladzie beta z parametrami « i 3. Wyznacz EX*
oraz EY* k€ N,.

Zadanie 3. (8 punktow)
Rozpatrzmy proces stochastyczny {X; : t € Z} zdefiniowany rekurencyj-
nie
Xt - O, 75Xt,1 -+ 0, 5625Xt,2 == Wt -+ 1, 25Wt,1,
gdzie {W;} jest to ciag i.i.d zmiennych losowych o rozktadzie N(0, 1).



(i) Okredl jakiego typu szeregiem czasowym jest powyzej zdefiniowany pro-
ces stochastyczny?

(ii) Czy jest to proces wynikowy?

(ii) Czy jest to proces odwracalny?

Zadanie 4:. (8 punktow)
Para zmiennych losowych (X,Y) ma taczny rozklad zadany nastepujaca
tablica funkcji prawdopodobienistwa p(i, j) = P(X =14,V = j):

Tabela 1: Funkcja prawdopodobienistwa p(z, j) tacznego rozktadu (X,Y)

NjJlOo 1 2 3
0 [1/8 1/8 0 0
11/8 1/8 0 0
210 0 1/8 1/8
300 0 1/8 1/8

1 Czy zmienne losowe X, Y sa niezalezne. Uzasadnij odpowiedz.
2 Niech Z = min(2, XY'). Obliczy¢ EZ.

3 Rozktad pary zmiennych losowych (W, V) ma funkcje prawdopodobien-
stwa pwv(i,j) = P(X =4,V = j|X +Y < 2). Policzy¢ kowariancje
cov(W, V).



EGZAMIN MAGISTERSKI, 09.09.2024 r.
Nauczycielska

Zadanie 1 « (8 punktow)
Rozwazmy przestrzen miarowa (R, Bor(R), \), gdzie A jest miara Lebes-
gue’a.

e (2) Niech f: R — R bedzie dana wzorem f(z) = 3z — 2. Niech A =

[1,3]\ Q. Oblicz
/ fdX,
A

e (3) Podaj przyktad funkcji f: [0,1] — R, ktora nie jest catkowalna
w sensie Riemanna, ale jest borelowska (borelowskosé tej funkcji na-
lezy wykazac¢). Przypomnijmy, ze f: [0,1] — R jest borelowska, jeze-
li f~1[B] jest zbiorem borelowskim dla kazdego borelowskiego zbioru
B CR.

e (3) Pokaz, ze jezeli f = g prawie wszedzie, to

/fdA:/gdA,

o ile te calki istnieja. Pokaz, ze niekoniecznie zachodzi odwrotna impli-
kacja.

Zadanie 2. (8 punktow)
Udowodnij, ze dla dowolnego naturalnego n liczba 8" 4 6 jest podzielna
przez 7.

Zadanie 3. (8 punktow)

Sciany pewnego wypuklego wielogcianu s albo trojkatami réwnoboczny-
mi, albo kwadratami, przy czym zadne dwie Sciany trojkatne, ani zadne dwie
Sciany kwadratowe, nie maja wspolnej krawedzi.

1. Uzasadnij, ze kazdy wierzchotek tej bryty zawiera sie w dokladnie czte-
rech $cianach.



2. Korzystajac z (1) oraz z tozsamosci Eulera, znajdz liczbe §cian, krawe-
dzi i wierzchotkéw w tym wieloscianie.

3. Naszkicuj siatke tego wieloscianu.

Zadanie 4. (8 punktow)

Na zbiorze X := {1,2,3,...,20} wprowadzamy relacje podzielnosci: alb
jesli b = ka dla pewnego k naturalnego.

a) Uzasadnij, ze relacja ,,|” jest czesciowym porzadkiem na X.

b) Wskaz elementy minimalne i maksymalne w zbiorze X wzgledem tej
relacji. Czy istnieje element najmniejszy w zbiorze X wzgledem tej relacji?
Czy istnieje element najwiekszy w zbiorze X wzgledem tej relacji?



EGZAMIN MAGISTERSKI, 09.09.2024 r.
Matematyka teoretyczna

Zadanie 1 « (8 punktow)
Rozwazmy przestrzen miarowa (R, Bor(R), \), gdzie A jest miara Lebes-
gue’a.

e (2) Niech f: R — R bedzie dana wzorem f(z) = 3z — 2. Niech A =
[1,3] \ Q. Oblicz
/f dA.
A

e (3) Podaj przyktad funkcji f: [0,1] — R, ktora nie jest catkowalna
w sensie Riemanna, ale jest borelowska (borelowskosé tej funkeji na-
lezy wykazac¢). Przypomnijmy, ze f: [0,1] — R jest borelowska, jeze-
li f~1[B] jest zbiorem borelowskim dla kazdego borelowskiego zbioru
B CR.

e (3) Pokaz, ze jezeli f = g prawie wszedzie, to

/fd/\:/gd/\,

o ile te calki istnieja. Pokaz, ze niekoniecznie zachodzi odwrotna impli-
kacja.

Zadanie 2. (8 punktow)

(a) Podaj definicje centrum grupy G, oznaczanego przez Z(G).

(b) Udowodnij, ze jesli G jest grupa nieprzemienna, to G/Z(G) nie jest
grupa cykliczng.

(¢) Podaj definicje automorfizmu wewnetrznego grupy.

(d) Udowodnij, ze grupa automorfizméw wewnetrznych dowolnej grupy G
jest izomorficzna z G/Z(G).



Zadanie 4. (8 punktow)

Okrag (z — 2)? + 22 = 1 lezacy na plaszczyznie Oxz w ukladzie karte-
zjanskim Oxyz w przestrzeni obrécono wokoét osi Oz tworzac torus 1. Uza-
sadnij, ze przeksztatcenie r : T — T torusa T w siebie zadane przez obrot
w przestrzeni o kat m wokét osi Oz nie jest homotopijne z przeksztalceniem
identyczno$ciowym idy : T — T

Zadanie 4. (8 punktow)
Zatozmy, ze a,b € C sa takie, ze [Q(a) : Q] = 2 oraz [Q(b) : Q] = 3.
1. Czy mozliwe jest ze [Q(a/b) : Q] = 67 Odpowiedz uzasadni¢ (tzn. albo

poda¢ przyktad z dowodem, albo udowodnié¢ nieistnienie)!

2. Czy mozliwe jest ze [Q(a/b) : Q] = 37 Odpowiedz uzasadni¢ (tzn. albo
poda¢ przyklad z dowodem, albo udowodnié¢ nieistnienie)!

Zadanie 4. (8 punktow)

e (3) Pokaz, ze A C 2¥ jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy A jest cialem
[T] pewnego drzewa T' C 2<¢.

e (3) Pokaz, ze dla kazdego zbioru S C 2<% zbior {x € 2¥: I®n z|n € S}
jest typu Gs.

e (2) Podaj przyktad zbioru A C 2%, ktory nie jest G, ale jest F,.

Zadanie 4:. (8 punktow)
Uzasadnij, ze zagadnienie
y=1-y° y(0)=0
ma rozwiazanie istniejace dla wszystkich ¢ > 0, natomiast zagadnienie
y=1+y" y(0)=0
nie ma rozwigzania, ktore istnieje dla wszystkich ¢ > 0.

Zadanie 4:. (8 punktow)
W tym zadaniu rozwazamy operatory liniowe na przestrzeni [ (ciggow
liczb zespolonych sumowalnych z kwadratem).



. Podaj przyktad nieodwracalnego operatora zwartego, ktory ma nie-
skoniczenie wiele wartosci wtasnych.

. Udowodnij, ze operator 177 zadany wzorem

Tl(l’l, T, ) - <x27 X1,24,T3,T6, s, )

nie jest zwarty.

. Wyznacz operator sprzezony 15 do operatora T zadanego wzorem

To T3 T4
Ty(zy, 79, ...) = (0, ,—,—,—,...>
2(l’1 Ty ) x 5377,

. Pokaz, ze T, nie ma niezerowych wartosci wtasnych i udowodnij, ze T5
jest zwarty.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 09.09.2024 r.
Analiza danych

Zadanie ]_ . (8 punktow)
Rozwazmy nastepujacy ukryty model Markowa:
(Ukryte) stany: S = {1,2}. Macierz prawdopodobieristw przej$¢ miedzy
stanami jest nastepujaca:
A:[0406}

0.8 0.2
Zbioér obserwacji: V = {A, B}.
Prawdopodobienstwa obserwacji bedac w kazdym ze stanéw s € S:
P(Ot:A‘qtzl):OS P(Ot:B|qt: 1) =0.2

Znamy roéwniez rozktad poczatkowy tancucha:

P(X,=1)=1, P(X; =2)=0.

ZaobserwowaliSmy BBA, tzn., O = 010003 = BBA. Niech Q* = ¢i¢34;
oznacza najbardziej prawdopodobny cigg ukrytych stanow, tj.
Q" =arg max P(Q|O,\).
Q=4q19293
Uzywajac algorytmu Viterbiego wylicz stan g;, tj. stan w chwili ¢ = 3

* ok ok

najbardziej prawdopodobnej $ciezki Q* = ¢j¢5¢5.

Zadanie 2. (8 punktow)

Niech (X,Y) ma dwuwymiarowy rozktad normalny z parametrami p; =
3, = 1,02 = 16,02 = 25,p = 3. Oblicz P(-3 < X < 3|Y = —4) i
PB3<Y <8 X =7).

Zadanie 3. (8 punktow)
Niech Uy, Us, Us, Uy beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie
U(0,1). Obserwujemy zmienna losowa X i na jej podstawie weryfikujemy

Hy : X ma rozklad taki jak min{U;, Us, Us, Uy}



przeciwko

H, : X ma rozktad taki jak min{U;, Us, Us}.

Wyznacz moc testu jednostajnie najmocniejszego na poziomie istotnosci a.

Zadanie 4. (8 punktow)
Para zmiennych losowych (X,Y) ma taczny rozktad zadany nastepujaca
tablica funkcji prawdopodobienstwa p(i,7) = P(X =1,Y = j):

Tabela 2: Funkcja prawdopodobienstwa p(i, j) tacznego rozktadu (X,Y)

Nl o 1 2 3
0 [1/8 1/8 0 0
1 1/8 1/8 0 0
210 0 1/8 1/8
310 0 1/8 1/8

1 Czy zmienne losowe X, Y sg niezalezne. Uzasadnij odpowiedz.

2 Niech Z = min(2, XY'). Obliczy¢ EZ.

3 Rozklad pary zmiennych losowych (W, V) ma funkcje prawdopodobieri-
stwa pwy(i,j) = P(X =4,V = j|X +Y < 2). Policzy¢ kowariancje

cov(W, V).



EGZAMIN MAGISTERSKI, 09.09.2024 r.
Aktuarialno-finansowa

Zadanie 1 . (8 punktow)

Niech {B;(t) : t > 0}, i = 1,2, ... beda wzajemnie niezaleznymi standar-
dowymi procesami Wienera okre§lonymi na tej samej przestrzeni probabili-
stycznej.

a) Znalez¢ funkcje f(-) : N — R taka, ze dla kazdego n € N proces stocha-
styczny

PWU%Z}%ﬁE:BMﬂ,tZO

jest standardowym procesem Wienera.
b) Zatozmy, ze n < m oraz n,m € N. Ile wynosi

Cov(W, (1), W,,(1))?
Odpowiedzi uzasadnié.

Zadanie 2. (8 punktow)
Para zmiennych losowych (X,Y) ma taczny rozklad zadany nastepujaca
tablica funkcji prawdopodobieristwa p(i, j) = P(X =14,V = j):

Tabela 3: Funkcja prawdopodobienstwa p(i, j) tacznego rozktadu (X,Y)

Nj] 0 1 2 3
0 [1/8 1/8 0 0
1]1/8 1/8 0 0
210 0 1/8 1/8
300 0 1/8 1/8

1 Czy zmienne losowe X, Y sa niezalezne. Uzasadnij odpowiedz.
2 Niech Z = min(2, XY). Obliczy¢ EZ.

3 Rozkltad pary zmiennych losowych (W, V) ma funkcje prawdopodobieri-
stwa pwv(i,j) = P(X =4, = j|X +Y < 2). Policzy¢ kowariancje
cov(W, V).



Zadanie 3. (8 punktow)
Niech
4 =27+ Zy,

gdzie Z; to obecna wartos¢ n-letniego ubezpieczenia terminowego, Z, to obec-
na wartos¢ n-letniego czystego ubezpieczenia na dozycie. Udowodnij, ze

Var(Z) < Var(Zy) + Var(Zs),
czyli, ze firma ubezpieczeniowa ponosi mniejsze ryzyko sprzedajac jednej oso-
bie polise na dozycie (mieszane ubezpieczenie na zycie i dozycie) niz oddziel-
nie: jednej osobie - ubezpieczenie terminowe na zycie a drugiej osobie - czyste
ubezpieczenie na dozycie.

Zadanie 4. (8 punktow)
Przyjmij $wiat modelu Blacka-Scholesa. Klient A kupil opcje (long) call
na 1 akcje z nastepujgcymi parametrami:

e Biezaca cena akeji (S): 100 PLN

Cena wykonania opcji (K): 105 PLN

Czas do wygasniecia opcji (T): 1 rok (365 dni)

Stopa procentowa wolna od ryzyka (r): 5% rocznie
e Zmienno$¢ akeji (0): 20% rocznie

Koszt dywidendy (q): 0% (zakladamy brak wyplaty dywidendy)

Instytucja finansowa, ktora sprzedata opcje klientowi A (i ktora bedzie ja
replikowaé przy pomocy deltahedgingu), wycenita ja korzystajac z rownania
Blacka-Scholesa przy zalozeniu, ze krotka sprzedaz akcji (posiadanie ujemnej
liczby akcji) nie jest obarczona zadnymi dodatkowymi kosztami.

O ile wzrostby koszt, gdyby instytucja finansowa zaltozyta, ze krotka sprze-
daz instrumentu podstawowego kosztuje zgodnie z zadana stopa R = 2%
(proporcjonalnie do czasu i wartosci akeji posiadanych krotko). Uzasadnij.



