
EGZAMIN MAGISTERSKI, 26.06.2024 r.
Matematyka w ekonomii

Zadanie 1. (8 punktów)
W eksperymencie maj¡cym na celu okre±lenie zale»no±ci pomi¦dzy tempe-

ratur¡ pieczenia a wysoko±ci¡ biszkoptu zmierzono wysoko±¢ biszkoptu przy
n = 12 temperaturach w zakresie 130 − 185◦C. Na rysunku przedstawiono
wykres na podstawie otrzymanych wyników.

(a) Na podstawie tego rysunku okre±l, który z poni»szych zestawów oszaco-
wa« parametrów standardowego modelu regresji liniowej jest poprawny
i uzasadnij swój wybór.

(i) β̂0 = 0, β̂1 = −0, 9, σ̂0 = 36,

(ii) β̂0 = 0, β̂1 = 0, 9, σ̂0 = 3, 6,

(iii) β̂0 = 252, β̂1 = −0, 9, σ̂0 = 3, 6,

(iv) β̂0 = −252, β̂1 = −0, 9, σ̂0 = 36,

(v) β̂0 = 252, β̂1 = −0, 9 σ̂0 = 36.

(b) Okre±l, które z poni»szych stwierdze« jest poprawne i uzasadnij swój
wybór.

(i) Proporcja wyja±nionej zmienno±ci wynosi 50%, a korelacja 0,98.



(ii) Proporcja wyja±nionej zmienno±ci wynosi 0%, a korelacja -0,98.

(iii) Proporcja wyja±nionej zmienno±ci wynosi 96%, a korelacja -1.

(iv) Proporcja wyja±nionej zmienno±ci wynosi 96%, a korelacja 0,98.

(v) Proporcja wyja±nionej zmienno±ci wynosi 96%, a korelacja -0,98.

Zadanie 2. (8 punktów)
Niech X1, . . . , Xn b�ed�a niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadzie

N(0, θ), gdzie θ = EX2
1 . Wyznacz estymator najwi¦kszej wiarogodno±ci pa-

rametru θ. Czy uzyskany estymator jest estymatorem nieobci¡»onym o mi-
nimalnej wariancji? Odpowied» uzasadnij.

Zadanie 3. (8 punktów)
Rozpatrzmy proces stochastyczny {Xt : t ∈ Z} zde�niowany rekurencyj-

nie

Xt + 0, 81Xt−2 = Wt +
1

3
Wt−1,

gdzie {Wt} jest to ci¡g i.i.d zmiennych losowych o rozkªadzie N(0, 1).

(i) Okre±l jakiego typu szeregiem czasowy jest powy»ej zde�niowany proces
stochastyczny?

(ii) Czy jest to proces wynikowy?

(ii) Czy jest to proces odwracalny?

Zadanie 4. (8 punktów)
Niech (X,Y, Z) ma trójwymiarowy ª¡czny rozkªad normalny z ±redni¡

m = (0, 0, 0) oraz macierz¡ kowariancji

Σ =

 2 1 0
1 3 0
0 0 2

 .

Niech W = X + Y + Z.
(i) Jaki rozkªad ma W . Ile wynosi P(W > 0)? Uzasadnij!
(ii) Korzystaj¡c z zaª¡czonej poni»ej tabelki oszacowa¢ P(W > 3.84).

Wsk. Zanim przyst¡pisz do oblicze«, zastanów si¦ nad struktur¡ (X,Y, Z).



Tabela 1: Kwantyle zp rz¦du p standardowego rozkªadu normalnego.

p 0.90 0.95 0.975 0.990 0.995
zp 1.28 1.64 1.96 2.33 2.58



EGZAMIN MAGISTERSKI, 26.06.2024 r.
Nauczycielska

Zadanie 1. (8 punktów)
Rozwa»my przestrze« metryczn¡ (X, d). Przypomnijmy, »e brzegiem zbio-

ru A nazywamy zbiór Bd(A) = A \ Int(A).

a) Poka», »e dla ka»dego A ⊆ X brzeg A jest zbiorem domkni¦tym.

b) Poka», »e dla ka»dego A ⊆ X mamy Bd(A) = Bd(X \A) (Wskazówka:
najpierw zastanów si¦, jak si¦ ma A do Int(X \ A)).

c) Podaj przykªad zbioru A ⊆ R2, którego brzeg ma niepuste wn¦trze.

d) Poka», »e je»eli U jest zbiorem otwartym, to brzeg U ma puste wn¦trze.

W podpunkcie c) rozpatrujemy R2 z metryk¡ euklidesow¡.

Zadanie 2. (8 punktów)
Udowodnij, »e je±li n jest nieparzyst¡ liczb¡ naturaln¡ to liczba

5n + 7n

dzieli si¦ przez 11.

Zadanie 3. (8 punktów)
Dany jest kwadrat o boku a. Chcemy podzieli¢ ten kwadrat prost¡ rów-

nolegª¡ do jednej z jego przek¡tnych na dwie cz¦±ci, których stosunek pól
wynosi 1:2.

1. Uzasadnij, »e konstrukcja powy»szego podziaªu jest wykonalna za po-
moc¡ cyrkla i linijki.

2. Opisz (szkicowo) etapy tej konstrukcji.

Zadanie 4. (8 punktów)



Na pªaszczy¹nie R2 de�niujemy relacj¦ �⪯� w nast¦puj¡cy sposób:

(x1, y1) ⪯ (x2, y2) ⇔ x1 ≤ x2, y1 ≤ y2,

dla (x1, y1), (x2, y2) ∈ R2.
a) Uzasadnij, »e �⪯� jest porz¡dkiem cz¦±ciowym na R2.
b) Dla zbioru

A := {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}

opisz elementy minimalne i maksymalne w A. Czy A ma kres dolny? Czy A
ma kres górny?



EGZAMIN MAGISTERSKI, 26.06.2024 r.
Matematyka stosowana

Zadanie 1. (8 punktów)
Równanie

y′′ + y = sin(at)

opisuje amplitud¦ drga« y = y(t) wzbudzanych okresowo funkcj¡ sin(at).
Dla jakich warto±ci parametru a ∈ R drgania te s¡ ograniczone, a dla jakich
warto±ci s¡ nieograniczone.

Zadanie 2. (8 punktów)
Funkcja u(t, x) opisuje rozkªad temperatury w metalowym pr¦cie, dªugo-

±ci 1 metra (przyjmujemy, »e pr¦t jest jednowymiarowy). Równanie opisuj¡ce
ewolucj¦ temperatury, to równanie ciepªa:

ut = uxx.

Zaproponuj warunki brzegowe opisuj¡ce brak przepªywu przez brzeg. Znajd¹
rozwi¡zanie tego zagadnienia. Do czego b¦dzie d¡»yªo rozwi¡zanie przy czasie
t d¡»¡cym do +∞?

Zadanie 3. (8 punktów)
Zaªó»my, »e imigranci przybywaj¡ na wysp¦ Roke zgodnie z procesem Po-

issona z intensywno±ci¡ wynosz¡c¡ dziesi¦ciu imigrantów tygodniowo. Wia-
domo, »e ka»dy imigrant, niezale»nie od pozostaªych, jest czarnoksi¦»nikiem
z prawdopodobie«stwem 1

12
.

Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e w ci¡gu roku 2025 »aden czarnoksi¦»nik
nie wyemigruje na wysp¦ Roke w miesi¡cu lutym?

Zadanie 4. (8 punktów)
Niech (X,Y, Z) ma trójwymiarowy ª¡czny rozkªad normalny z ±redni¡

m = (0, 0, 0) oraz macierz¡ kowariancji

Σ =

 2 1 0
1 3 0
0 0 2

 .



Niech W = X + Y + Z.
(i) Jaki rozkªad ma W . Ile wynosi P(W > 0)? Uzasadnij!
(ii) Korzystaj¡c z zaª¡czonej poni»ej tabelki oszacowa¢ P(W > 3.84).

Tabela 2: Kwantyle zp rz¦du p standardowego rozkªadu normalnego.

p 0.90 0.95 0.975 0.990 0.995
zp 1.28 1.64 1.96 2.33 2.58

Wsk. Zanim przyst¡pisz do oblicze«, zastanów si¦ nad struktur¡ (X,Y, Z).



EGZAMIN MAGISTERSKI, 26.06.2024 r.
Matematyka teoretyczna

Zadanie 1. (8 punktów)
Rozwa»my przestrze« metryczn¡ (X, d). Przypomnijmy, »e brzegiem zbio-

ru A nazywamy zbiór Bd(A) = A \ Int(A).

a) Poka», »e dla ka»dego A ⊆ X brzeg A jest zbiorem domkni¦tym.

b) Poka», »e dla ka»dego A ⊆ X mamy Bd(A) = Bd(X \A) (Wskazówka:
najpierw zastanów si¦, jak si¦ ma A do Int(X \ A)).

c) Podaj przykªad zbioru A ⊆ R2, którego brzeg ma niepuste wn¦trze.

d) Poka», »e je»eli U jest zbiorem otwartym, to brzeg U ma puste wn¦trze.

W podpunkcie c) rozpatrujemy R2 z metryk¡ euklidesow¡.

Zadanie 2. (8 punktów)
Wyznaczy¢ wszystkie (z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu) grupy generowane

przez elementy g i h, dla których zachodz¡ równo±ci g5 = h2 = e oraz hg =
gnh dla pewnego n ∈ {1, 2, 3, 4}. Odpowied¹ uzasadni¢, przy czym nie mo»na
korzysta¢ z klasy�kacji grup rz¦du 10.

Zadanie 4. (8 punktów)
W chi«skiej restauracji jest niesko«czenie wiele stolików, a ka»dy z nich

mo»e pomie±ci¢ niesko«czenie wiele osób.

� W czasie n = 1 do restauracji przychodzi pierwszy klient i siada przy
pierwszym stoliku.

� W czasie n = 2 przychodzi drugi klient i z prawdopodobie«stwem 1/2
siada przy pierwszym stoliku lub przy drugim.

� Klient przychodz¡cy w czasie n z prawdopodobie«stwem 1/n wybiera
pierwszy pusty stolik lub siada przy jednym z zaj¦tych ju» stolików z
prawdopodobie«stwem proporcjonalnym do liczby siedz¡cych przy nim
osób.



Oznaczmy przez Xn liczb¦ zaj¦tych stolików w czasie n.

1. Uzasadnij, »e

Xn
d
=

n∑
k=1

Yk,

gdzie {Yk}nk=1 jest ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych takich, »e

P[Yk = 1] = 1/k = 1− P[Yk = 0]

2. Oblicz EXn oraz VarXn.

3. Oblicz funkcj¦ charakterystyczn¡ Yn.

4. Udowodnij Centralne Twierdzenie Graniczne:

Xn − log n√
log n

d→ N(0, 1).

Zadanie 4. (8 punktów)
Niech N = ω<ω. Rodzin¦ P(N) identy�kujemy z X = 2N z topologi¡

Cantora. Rozwa»my zbiór drzew T , b¦d¡cych poddrzewami N .

a) Poka», »e zbiór drzew T jest domkni¦tym podzbiorem X. Wywnioskuj,
»e T jest przestrzeni¡ polsk¡.

b) Czy zbiór tych drzew, które nie zawieraj¡ niesko«czonego antyªa«cu-
cha, jest borelowski? Je±li tak, to oszacuj miejsce tego zbioru w hie-
rarchii borelowskiej. (Wskazówka: najpierw wyka», »e je»eli drzewo nie
zawiera niesko«czonego antyªa«cucha, to istnieje n takie, »e nie zawiera
antyªa«cuchów dªu»szych ni» n.)

c) Czy zbiór tych drzew, które nie zawieraj¡ niesko«czonego ªa«cucha,
jest borelowski? Je±li tak, to oszacuj miejsce tego zbioru w hierarchii
borelowskiej.

d) Czy odpowiedzi na pytania b) i c) zmieni¡ si¦, je»eli N = 2<ω?

Zadanie 4. (8 punktów)



Przestrze« X powstaªa z orientowalnej zamkni¦tej powierzchni rodzaju
(genusu) 3 przez usuni¦cie n punktów. Okazaªo si¦, »e pierwsza grupa homo-
logii tej przestrzeni to H1(X) = Z7. Wyznacz n.

Zadanie 4. (8 punktów)
Zaªó»my, »e a, b ∈ C s¡ takie, »e [Q(a) : Q] = 2 oraz [Q(b) : Q] = 3.

1. Czy mo»liwe jest, »e [Q(ab) : Q] = 3? Odpowied¹ uzasadni¢ (tzn. albo
poda¢ przykªad z dowodem, albo udowodni¢ nieistnienie)!

2. Czy mo»liwe jest, »e [Q(ab) : Q] = 2? Odpowied¹ uzasadni¢ (tzn. albo
poda¢ przykªad z dowodem, albo udowodni¢ nieistnienie)!

Zadanie 4. (8 punktów)
Niech C[0, 1] oraz C1[0, 1] oznaczaj¡ odpowiednio: przestrze« funkcji ci¡-

gªych i ró»niczkowalnych w sposób ci¡gªy na odcinku [0, 1] z normami:

∥f∥C[0,1] = sup
x∈[0,1]

|f(x)|, ∥f∥C1[0,1] = sup
x∈[0,1]

|f(x)|+ sup
x∈[0,1]

|f ′(x)|.

1. Pokaza¢, »e operator T1 : C
1[0, 1] → C1[0, 1] zadany wzorem T1f(x) =

exf(x) jest ograniczony i znale¹¢ jego norm¦.

2. Dla jakich g ∈ C1[0, 1] operator T2 : C
1[0, 1] → C1[0, 1] zadany wzorem

T2f(x) = g(x)f(x) jest odwracalny?

3. Pokaza¢, »e operator T3 : C1[0, 1] → C[0, 1] zadany wzorem T3f(x) =
f(x) jest zwarty.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 26.06.2024 r.
Analiza danych

Zadanie 1. (8 punktów)

1. Dane s¡ macierz i wektor:

Z =

 2 0 0

0 2 1

0 1 2

 , g =


0

−
√
2
2
√
2
2

 .

Znajd¹

max
f∈R3,fT f=1,

fT g=0

fTZf oraz arg max
f∈R3,fT f=1,

fT g=0

fTZf .

Zadanie 2. (8 punktów)
Rozwa»my prób¦ o liczno±ci N = 5 z dwuwymiarowego rozkªadu normal-

nego N2(µ,Σ),

Σ =

(
3 τ
τ 1

)
,

gdzie τ jest znanym parametrem. Zaªó»my, »e x̄T = (1, 0). Dla jakich warto±ci
parametru τ hipotez¦H0 : µ

T = (0, 0) nale»y odrzuci¢ na korzy±¢ alternatywy
H1 : µ

T ̸= (0, 0) na poziomie istotno±ci α = 0, 05?

Zadanie 3. (8 punktów)
Niech X1, . . . , Xn b¦d¡ca niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadzie

N(0, θ), gdzie θ = EX2
1 . Wyznacz estymator najwi¦kszej wiarogodno±ci pa-

rametru θ. Czy uzyskany estymator jest estymatorem nieobci¡»onym o mi-
nimalnej wariancji? Odpowied¹ uzasadnij.

Zadanie 4. (8 punktów)



Niech (X,Y, Z) ma trójwymiarowy ª¡czny rozkªad normalny z ±redni¡
m = (0, 0, 0) oraz macierz¡ kowariancji

Σ =

 2 1 0
1 3 0
0 0 2

 .

Niech W = X + Y + Z.
(i) Jaki rozkªad ma W . Ile wynosi P(W > 0)? Uzasadnij!
(ii) Korzystaj¡c z zaª¡czonej poni»ej tabelki oszacowa¢ P(W > 3.84).

Tabela 3: Kwantyle zp rz¦du p standardowego rozkªadu normalnego.

p 0.90 0.95 0.975 0.990 0.995
zp 1.28 1.64 1.96 2.33 2.58

Wsk. Zanim przyst¡pisz do oblicze«, zastanów si¦ nad struktur¡ (X,Y, Z).



EGZAMIN MAGISTERSKI, 26.06.2024 r.
Aktuarialno-�nansowa

Zadanie 1. (8 punktów)
Niech {X1(t) = 4B1(t)+B2(t), t ≥ 0} oraz {X2(t) = B1(t)+aB2(t), t ≥

0}, gdzie {B1(t) : t ≥ 0}, {B2(t) : t ≥ 0} s¡ wzajemnie niezale»nymi stan-
dardowymi procesami Wienera okre±lonymi na tej samej przestrzeni proba-
bilistycznej oraz a ∈ R.
a) Znale¹¢ wszystkie takie a ∈ R dla których procesy stochastyczne {X1(t) :
t ≥ 0}, {X2(t) : t ≥ 0} s¡ wzajemnie niezale»ne.
b) Dla jakich b > 0 proces stochastyczny {X1(bt) : t ≥ 0} jest standardowym
procesem Wienera?
Odpowiedzi uzasadni¢.

Zadanie 2. (8 punktów)
Niech (X,Y, Z) ma trójwymiarowy ª¡czny rozkªad normalny z ±redni¡

m = (0, 0, 0) oraz macierz¡ kowariancji

Σ =

 2 1 0
1 3 0
0 0 2

 .

Niech W = X + Y + Z.
(i) Jaki rozkªad ma W . Ile wynosi P(W > 0)? Uzasadnij!
(ii) Korzystaj¡c z zaª¡czonej poni»ej tabelki oszacowa¢ P(W > 3.84).

Tabela 4: Kwantyle zp rz¦du p standardowego rozkªadu normalnego.

p 0.90 0.95 0.975 0.990 0.995
zp 1.28 1.64 1.96 2.33 2.58

Wsk. Zanim przyst¡pisz do oblicze«, zastanów si¦ nad struktur¡ (X,Y, Z).

Zadanie 3. (8 punktów)
Przy zaªo»eniu hipotezy jednorodnej populacji (HJP) oraz hipotezy jed-

nostajno±ci (HU) oblicz



(i 3pkt) E[Tx]− E[Kx],

(ii 5pkt) Var[Tx]− Var[Kx],

gdzie Tx jest przyszªym czasem »ycia x-latka natomiast Kx jest obci¦tym
przyszªym czasem »ycia x-latka. Odpowied¹ krótko uzasadnij.

Zadanie 4. (8 punktów)
Zaªó»my, »e cena spot pewnej akcji niewypªacaj¡cej dywidend wynosi 100.

Rozwa»my model dwumianowy dwuokresowy, z dwoma okresami (krokami)
o dªugo±ci 1/2 roku ka»dy, w którym cena tej akcji po ka»dym kroku mo»e
wzrosn¡¢ o 10% lub zmale¢ o 10% (tj. przy standardowych oznaczeniach
u = 1.1, d = 0.9). Rozwa»my w tym modelu europejski instrument pochodny
o nast¦puj¡cej funkcji wypªaty:

XT =

{
0, ST ≤ K,
ST −K − A, K < ST

o zapadalno±ci T = 1 (tj. 1 rok) i cenie wykonania K = 95. Wyznacz warto±¢
parametru A w taki sposób, aby cena tego instrumentu w chwili 0 wynosiªa
0. Zaªó» stop¦ woln¡ od ryzyka r = 2 · log(1.05) (oprocentowanie ci¡gªe).


