EGZAMIN MAGISTERSKI, 26.06.2024 r.
Matematyka w ekonomii

Zadanie 1 « (8 punktow)

W eksperymencie majacym na celu okreslenie zaleznosci pomiedzy tempe-
ratura pieczenia a wysokoscia biszkoptu zmierzono wysokosé biszkoptu przy
n = 12 temperaturach w zakresie 130 — 185°C. Na rysunku przedstawiono
wykres na podstawie otrzymanych wynikow.
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(a) Na podstawie tego rysunku okresl, ktory z ponizszych zestawow oszaco-
wan parametrow standardowego modelu regresji liniowej jest poprawny
i uzasadnij swoj wybor.
(i) BO = 07 Bl = _0797 6-0 = 367
(ii) BO = 07 Bl = 07 97 (3'0 = 37 67
(iii) G =252,  fi=-0,9, 6o=3,6
(iv) fo=—252, fi=-0,9, &=36
(v) Bo=252, Bi=-0,9 b0=236.

(b) Okresl, ktore z ponizszych stwierdzen jest poprawne i uzasadnij swoj
wybor.

(i) Proporcja wyjasnionej zmiennosci wynosi 50%, a korelacja 0,98.



(ii) Proporcja wyjasnionej zmiennosci wynosi 0%, a korelacja -0,98.
(iii) Proporcja wyjasnionej zmiennosci wynosi 96%, a korelacja -1.
(iv) Proporcja wyjasnionej zmiennosci wynosi 96%, a korelacja 0,98.

(v) Proporcja wyjasnionej zmiennosci wynosi 96%, a korelacja -0,98.

Zadanie 2. (8 punktow)

Niech Xj,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie
N(0,0), gdzie § = EX?. Wyznacz estymator najwiekszej wiarogodnosci pa-
rametru 0. Czy uzyskany estymator jest estymatorem nieobcigzonym o mi-
nimalnej wariancji? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 3. (8 punktow)
Rozpatrzmy proces stochastyczny {X; : t € Z} zdefiniowany rekurencyj-
nie 1
Xt + 0, 8].Xt_2 - Wt + §Wt_1,
gdzie {W;} jest to ciag i.i.d zmiennych losowych o rozktadzie N(0, 1).

(i) Okresl jakiego typu szeregiem czasowy jest powyzej zdefiniowany proces
stochastyczny?

(ii) Czy jest to proces wynikowy?

(ii) Czy jest to proces odwracalny?

Zadanie 4. (8 punktow)
Niech (X,Y,Z) ma tréjwymiarowy laczny rozktad normalny z $rednia
m = (0,0,0) oraz macierza kowariancji

Y=

O =N
O W =
N OO

Niech W =X +Y + Z.
(i) Jaki rozklad ma W. Tle wynosi P(W > 0)? Uzasadnij!
(i) Korzystajac z zalaczonej ponizej tabelki oszacowac¢ P(W > 3.84).
Wsk. Zanim przystapisz do obliczen, zastanéw sie nad struktura (X, Y, Z).



Tabela 1: Kwantyle z, rzedu p standardowego rozktadu normalnego.

p | 0.90 | 0.95 ] 0.975 | 0.990 | 0.995
zp | 1.28 | 1.64 | 1.96 | 2.33 | 2.58




EGZAMIN MAGISTERSKI, 26.06.2024 r.
Nauczycielska

Zadanie ]_ . (8 punktow)
Rozwazmy przestrzeri metryczng (X, d). Przypomnijmy, ze brzegiem zbio-
ru A nazywamy zbior Bd(A) = A\ Int(A).

a) Pokaz, ze dla kazdego A C X brzeg A jest zbiorem domknietym.

b) Pokaz, ze dla kazdego A C X mamy Bd(A) = Bd(X \ A) (Wskazéwka:
najpierw zastanow sie, jak sie ma A do Int(X \ A)).

c¢) Podaj przyklad zbioru A C R?, ktorego brzeg ma niepuste wnetrze.

d) Pokaz, ze jezeli U jest zbiorem otwartym, to brzeg U ma puste wnetrze.

W podpunkcie ¢) rozpatrujemy R? z metryks euklidesows.

Zadanie 2. (8 punktow)
Udowodnij, ze jesli n jest nieparzysta liczba naturalng to liczba

5" 4 T
dzieli sie przez 11.

Zadanie 3. (8 punktow)

Dany jest kwadrat o boku a. Chcemy podzieli¢ ten kwadrat prosta row-
noleglty do jednej z jego przekatnych na dwie czeSci, ktorych stosunek pol
wynosi 1:2.

1. Uzasadnij, ze konstrukcja powyzszego podziatu jest wykonalna za po-
mocg cyrkla i linijki.

2. Opisz (szkicowo) etapy tej konstrukeji.

Zadanie 4:. (8 punktow)



Na plaszczyznie R? definiujemy relacje ,,<” w nastepujacy sposob:
(w1,91) 2 (22,12) © 11 < T2, 91 < Yo,
dla (z1,91), (v2,y2) € R?.
a) Uzasadnij, ze ,, <" jest porzadkiem czesciowym na R2.
b) Dla zbioru
A= {(z,y) eR?: 2 +¢* <1}

opisz elementy minimalne i maksymalne w A. Czy A ma kres dolny? Czy A
ma kres gorny?



EGZAMIN MAGISTERSKI, 26.06.2024 r.
Matematyka stosowana

Zadanie 1 « (8 punktow)
Roéwnanie

y" +y = sin(at)

opisuje amplitude drgan y = y(t) wzbudzanych okresowo funkcja sin(at).
Dla jakich wartosci parametru a € R drgania te sa ograniczone, a dla jakich
wartosci sa nieograniczone.

Zadanie 2. (8 punktéw)

Funkcja u(t, z) opisuje rozklad temperatury w metalowym precie, dtugo-
$ci 1 metra (przyjmujemy, ze pret jest jednowymiarowy). Rownanie opisujace
ewolucje temperatury, to rownanie ciepta:

Ut = Ugy-

Zaproponuj warunki brzegowe opisujace brak przeplywu przez brzeg. Znajdz
rozwiazanie tego zagadnienia. Do czego bedzie dazyto rozwiazanie przy czasie
t dazacym do +o0?

Zadanie 3. (8 punktow)

Zatozmy, ze imigranci przybywaja na wyspe Roke zgodnie z procesem Po-
issona z intensywno$cia wynoszacg dziesieciu imigrantéw tygodniowo. Wia-
domo, ze kazdy imigrant, niezaleznie od pozostalych, jest czarnoksieznikiem
z prawdopodobienistwem 1—12
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w ciaggu roku 2025 zaden czarnoksieznik
nie wyemigruje na wyspe Roke w miesigcu lutym?

Zadanie 4. (8 punktow)
Niech (X,Y,Z) ma tréjwymiarowy laczny rozktad normalny z Srednia
m = (0,0,0) oraz macierza kowariancji

Y=

O =N
O W =
o OO



Niech W =X +Y + Z.
(i) Jaki rozkltad ma W. Ile wynosi P(W > 0)? Uzasadnij!
(ii) Korzystajac z zalaczonej ponizej tabelki oszacowaé P(IV > 3.84).

Tabela 2: Kwantyle z, rzedu p standardowego rozkladu normalnego.

p | 0.90 | 0.95 ] 0.975 | 0.990 | 0.995
zp | 1.28 | 1.64 | 1.96 | 2.33 | 2.58

Wsk. Zanim przystapisz do obliczen, zastanow sie nad struktura (X, Y, Z).



EGZAMIN MAGISTERSKI, 26.06.2024 r.
Matematyka teoretyczna

Zadanie 1 . (8 punktow)
Rozwazmy przestrzen metryczna (X, d). Przypomnijmy, ze brzegiem zbio-
ru A nazywamy zbior Bd(A) = A\ Int(A).

a) Pokaz, ze dla kazdego A C X brzeg A jest zbiorem domknietym.

b) Pokaz, ze dla kazdego A C X mamy Bd(A) = Bd(X \ A) (Wskazéwka:
najpierw zastanow sie, jak sie ma A do Int(X \ A)).

c¢) Podaj przyklad zbioru A C R?, ktérego brzeg ma niepuste wnetrze.
d) Pokaz, ze jezeli U jest zbiorem otwartym, to brzeg U ma puste wnetrze.

W podpunkcie ¢) rozpatrujemy R? z metryka euklidesowa.

Zadanie 2. (8 punktow)

Wyznaczy¢ wszystkie (z doktadno$cia do izomorfizmu) grupy generowane
przez elementy g i h, dla ktorych zachodza réwnosci ¢° = h? = e oraz hg =
g"h dla pewnego n € {1,2,3,4}. Odpowiedz uzasadni¢, przy c¢zym nie mozna
korzystac¢ z klasyfikacji grup rzedu 10.

Zadanie 4. (8 punktow)
W chinskiej restauracji jest nieskoriczenie wiele stolikow, a kazdy z nich
moze pomiesci¢ nieskonczenie wiele oséb.

e W czasie n = 1 do restauracji przychodzi pierwszy klient i siada przy
pierwszym stoliku.

e W czasie n = 2 przychodzi drugi klient i z prawdopodobienstwem 1/2
siada przy pierwszym stoliku lub przy drugim.

e Klient przychodzacy w czasie n z prawdopodobiefistwem 1/n wybiera
pierwszy pusty stolik lub siada przy jednym z zajetych juz stolikow z
prawdopodobienstwem proporcjonalnym do liczby siedzgcych przy nim
0sob.



Oznaczmy przez X, liczbe zajetych stolikow w czasie n.

1. Uzasadnij, ze
X, >,
k=1

gdzie {Y}7_, jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych takich, ze
PYr,=1=1/k=1-P[Y, =0]

2. Oblicz EX,, oraz VarX,,.
3. Oblicz funkcje charakterystyczna Y.

4. Udowodnij Centralne Twierdzenie Graniczne:
X, —logn 4

N — N(0,1).

Zadanie 4. (8 punktow)
Niech N = w<¥. Rodzine P(N) identyfikujemy z X = 2V z topologia
Cantora. Rozwazmy zbioér drzew T, bedacych poddrzewami N.

a) Pokaz, ze zbior drzew T jest domknietym podzbiorem X. Wywnioskuj,
ze T jest przestrzenig polska.

b) Czy zbior tych drzew, ktore nie zawieraja nieskonczonego antylancu-
cha, jest borelowski? Jedli tak, to oszacuj miejsce tego zbioru w hie-
rarchii borelowskiej. (Wskazowka: najpierw wykaz, ze jezeli drzewo nie
zawiera nieskonczonego antytancucha, to istnieje n takie, ze nie zawiera
antylancuchow dtuzszych niz n.)

¢) Czy zbior tych drzew, ktore nie zawieraja nieskoriczonego tarncucha,
jest borelowski? Jesli tak, to oszacuj miejsce tego zbioru w hierarchii
borelowskiej.

d) Czy odpowiedzi na pytania b) i ¢) zmienia sie, jezeli N = 2<“7

Zadanie 4. (8 punktow)



Przestrzen X powstala z orientowalnej zamknietej powierzchni rodzaju
(genusu) 3 przez usuniecie n punktow. Okazalo sie, ze pierwsza grupa homo-
logii tej przestrzeni to Hy(X) = Z7. Wyznacz n.

Zadanie 4. (8 punktow)
Zatozmy, 7e a,b € C sa takie, ze [Q(a) : Q] = 2 oraz [Q(b) : Q] = 3.

1. Czy mozliwe jest, ze [Q(ab) : Q] = 37 Odpowied7 uzasadnié (tzn. albo
poda¢ przyktad z dowodem, albo udowodnié nieistnienie)!

2. Czy mozliwe jest, ze [Q(ab) : Q] = 27 Odpowiedz uzasadnié¢ (tzn. albo
podaé przyktad z dowodem, albo udowodnié nieistnienie)!

Zadanie 4:. (8 punktow)
Niech €0, 1] oraz C*(0, 1] oznaczaja odpowiednio: przestrzen funkeji cig-
glych i rézniczkowalnych w sposéb ciagly na odcinku [0, 1] z normami:

Iflleoar = sup [f(@)], [[flleroy = sup [f(z)] + sup [f'(x)].
z€[0,1] z€[0,1] z€[0,1]
1. Pokaza¢, ze operator T} : C1[0,1] — C'[0,1] zadany wzorem T} f(z) =

e” f(x) jest ograniczony i znalezé¢ jego norme.

2. Dla jakich g € C'[0,1] operator Ty : C'[0,1] — C'[0, 1] zadany wzorem
Tof(x) = g(x)f(x) jest odwracalny?

3. Pokazaé, ze operator Ty : C[0,1] — C[0,1] zadany wzorem T3f(z) =
f(z) jest zwarty.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 26.06.2024 r.
Analiza danych

Zadanie ]_ . (8 punktow)

1. Dane sg macierz i wektor:

200 0
Z=1021|, g=| -2
01 2 V2
2
Znajdz
max f?Zf oraz arg max f!Zf.
fer3,fTf=1, fer3 fTf=1,
ng:O ng:O

Zadanie 2. (8 punktow)
Rozwazmy probe o licznosci N = 5 z dwuwymiarowego rozktadu normal-

nego Na(pu, ),
3 T
(1)

gdzie T jest znanym parametrem. Zatézmy, ze 7' = (1,0). Dla jakich wartosci
parametru 7 hipoteze Hy : 7 = (0, 0) nalezy odrzucié¢ na korzy$c¢ alternatywy
Hy : p" # (0,0) na poziomie istotnosci o = 0, 057

Zadanie 3. (8 punktow)

Niech Xy, ..., X, bedaca niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie
N(0,0), gdzie § = EX?. Wyznacz estymator najwiekszej wiarogodnosci pa-
rametru 0. Czy uzyskany estymator jest estymatorem nieobciazonym o mi-
nimalnej wariancji? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 4. (8 punktow)



Niech (X,Y,Z) ma tréjwymiarowy laczny rozktad normalny z Srednia
m = (0,0,0) oraz macierza kowariancji

Y

O =N
O W =
o OO

Niech W=X+4+Y + Z.
(i) Jaki rozklad ma W. Ile wynosi P(W > 0)? Uzasadnij!
(ii) Korzystajac z zalaczonej ponizej tabelki oszacowaé P(W > 3.84).

Tabela 3: Kwantyle z, rzedu p standardowego rozktadu normalnego.

p | 0.90 | 0.95 | 0.975 | 0.990 | 0.995
zp | 1.28 1 1.64 | 1.96 | 2.33 | 2.58

Wsk. Zanim przystapisz do obliczen, zastanow sie nad struktura (X, Y, Z).



EGZAMIN MAGISTERSKI, 26.06.2024 r.
Aktuarialno-finansowa

Zadanie 1 « (8 punktow)

Niech {X(t) = 4B:1(t)+Ba(t), t > 0} oraz {X5(t) = Bi(t)+aBs(t), t>
0}, gdzie {Bi(t) : t > 0}, {Ba(t) : t > 0} sa wzajemnie niezaleznymi stan-
dardowymi procesami Wienera okreslonymi na tej samej przestrzeni proba-
bilistycznej oraz a € R.

a) Znalez¢ wszystkie takie a € R dla ktorych procesy stochastyczne {X;(t) :
t >0}, {Xa(t) : t > 0} sa wzajemnie niezalezne.

b) Dla jakich b > 0 proces stochastyczny {X;(bt) : t > 0} jest standardowym
procesem Wienera?

Odpowiedzi uzasadnic.

Zadanie 2. (8 punktow)
Niech (X,Y,Z7) ma tréjwymiarowy laczny rozktad normalny z srednia
m = (0,0,0) oraz macierza kowariancji

Y —

O = DN
S W =
OO

Niech W =X+Y + Z.
(i) Jaki rozktad ma W. Ile wynosi P(W > 0)? Uzasadnij!
(ii) Korzystajac z zalaczonej ponizej tabelki oszacowaé P(IV > 3.84).

Tabela 4: Kwantyle z, rzedu p standardowego rozkladu normalnego.

p | 0.90 | 0.95 ] 0.975 | 0.990 | 0.995
zp | 1.28 | 1.64 | 1.96 | 2.33 | 2.58

Wsk. Zanim przystapisz do obliczen, zastanow sie nad struktura (X, Y, 7).

Zadanie 3. (8 punktow)
Przy zalozeniu hipotezy jednorodnej populacji (HJP) oraz hipotezy jed-
nostajnosci (HU) oblicz



(i 3pkt) E[T,] — E[K,],
(ii bpkt) Var[T,] — Var[K,],

gdzie T, jest przysztym czasem zycia x-latka natomiast K, jest obcietym
przysztym czasem zycia x-latka. Odpowiedz krotko uzasadnij.

Zadanie 4:. (8 punktow)

Zalozmy, ze cena spot pewnej akcji niewyptacajacej dywidend wynosi 100.
Rozwazmy model dwumianowy dwuokresowy, z dwoma okresami (krokami)
o dtugosci 1/2 roku kazdy, w ktorym cena tej akcji po kazdym kroku moze
wzrosna¢ o 10% lub zmale¢ o 10% (tj. przy standardowych oznaczeniach
u=1.1,d =0.9). Rozwazmy w tym modelu europejski instrument pochodny
o nastepujacej funkcji wyplaty:

o — { 0, Sr < K,
7\ Sr—K—-A, K<&Srp
o zapadalnosci T =1 (tj. 1 rok) i cenie wykonania K = 95. Wyznacz wartosé
parametru A w taki sposob, aby cena tego instrumentu w chwili 0 wynosita
0. Zaloz stope wolna od ryzyka r = 2 - log(1.05) (oprocentowanie ciagle).



