
EGZAMIN MAGISTERSKI, 13.02.2024 r.
Matematyka w ekonomii

Zadanie 1. (8 punktów)
Niech (X1, Y1), (X2, Y2), . . . , (Xn, Yn) b¦dzie prób¡ losow¡ rozmiaru n.

Rozwa»my klasyczny model regresji liniowej,

Yi = β0 + β1Xi + εi,

gdzie εi, i = 1, 2, . . . , n s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadzie
normalnym N(0, σ2).

(i) Zde�niuj matematycznie estymatory najmniejszych kwadratów, β̂0 i β̂1,
odpowiednio parametrów β0 oraz β1, jako rozwi¡zania problemu opty-
malizacyjnego.

(ii) Je±li rozwi¡»esz problem optymalizacji z cz¦±ci (i), jaki wynik uzyskasz
dla β̂0? Nie wyprowadzaj, tylko podaj posta¢.

(iii) Je±li rozwi¡»esz problem optymalizacji z cz¦±ci (i), jaki wynik uzyskasz
dla β̂1? Nie wyprowadzaj, tylko podaj posta¢.

(iv) Wyznacz posta¢ warunkowej warto±ci oczekiwanej E[β̂1 |Xi].
Uzasadnij wszystkie kroki.

Zadanie 2. (8 punktów)
NiechX1, . . . , Xn b¦dzie prób¡ z rozkªadu o g¦sto±ci f(x) = λ exp{−λx}1(x >

0), λ > 0. Niech Y1 = min1≤i≤nXi, a Yn = max1≤i≤nXi. Wyznacz g¦sto±¢ Y1
oraz Yn.

Zadanie 3. (8 punktów)
Sprawd¹, czy proces stochastyczny, {Xt, t ∈ Z}, opisany równaniem re-

kurencyjnym

Xt + 0.2Xt−1 − 0.48Xt−2 = Wt + 0.2Wt−1,

gdzie {Wt, t ∈ Z} jest procesem biaªego szumu, ze ±redni¡ 0 i wariancj¡ σ2,

(i) jest stacjonarny?



(i) jest wynikowy?

(ii) jest odwracalny?

Zadanie 4. (8 punktów)
Niech (X1, X2, . . . , Xn) b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o jedna-

kowym rozkªadzie P(Xi = 1) = p, P(Xi = 0) = q = 1 − p oraz Sn =
X1 + . . . ,+Xn (zakªadamy n > 2 i 0 < p < 1). Rozwa»my wektor losowym
(Y1, . . . , Yn), który ma rozkªad taki sam jak (X1, . . . , Xn) pod warunkiem
Sn = 1.
(i) Jaki rozkªad ma Yi oraz policzy¢ warto±¢ oczekiwan¡ i wariancj¦ Yi.
(ii) Policzy¢ kowariancj¦ (Yi, Yj), gdzie i 6= j.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 13.02.2024 r.
Nauczycielska

Zadanie 1. (8 punktów)
Niech µ : Bor(R)→ [0,∞] b¦dzie dana wzorem

µ(B) = λ(B) + δ0(B),

gdzie λ jest miar¡ Lebesgue'a, a δ0 delt¡ Diraca w 0.

a) Poka», »e µ jest miar¡.

b) Oblicz µ(Q ∪ ([2, 3] \Q)).

c) Poka», »e je»eli f jest funkcj¡ borelowsk¡, to∫
[0,1]

f dµ =

∫
[0,1]

f dλ+ f(0).

(Wskazówka: spróbuj najpierw wykaza¢ powy»szy fakt dla funkcji pro-
stych, tzn. przyjmuj¡cych tylko sko«czenie wiele warto±ci).

Zadanie 2. (8 punktów)
Jaka jest reszta z dzielenia 21000 przez 13?

Zadanie 3. (8 punktów)
Jednokªadno±¢ o ±rodku w punkcie (x0, y0) i skali k 6= 0 to przeksztaªcenie

Jk
(x0,y0)

: R2 → R2 zadane we wspóªrz¦dnych wzorem

Jk
(x0,y0)

(x, y) = (x0 + k(x− x0), y0 + k(y − y0)).

1. Posªuguj¡c si¦ wzorem we wspóªrz¦dnych na translacj¦ T o wektor [a, b],
znajd¹ wzór przeksztaªcenia zªo»onego Jk

(x0,y0)
◦ T we wspóªrz¦dnych.

2. Uzasadnij, »e je±li skala k jednokªado±ci z poprzedniego punktu jest
ró»na od 1, to przeksztaªcenie zªo»one posiada dokªadnie jeden punkt
staªy (czyli taki punkt A, »e Jk

(x0,y0)
◦ T (A) = A). Wylicz wspóªrz¦dne

tego punktu staªego.



3. Posªuguj¡c si¦ obydwoma poprzednimi punktami uzasadnij, »e je±li k 6=
1 to powy»sze zªo»enie translacji z jednokªadno±ci¡ jest jednokªadno±ci¡
o tej samej skali k, wzgl¦dem punktu staªego A wyznaczonego powy»ej.

Zadanie 4. (8 punktów)
Na zbiorze X = {1, 2, 3, 4, 5} mamy nast¦puj¡c¡ relacj¦:

R0 =
{
〈1, 2〉, 〈2, 2〉, 〈2, 3〉, 〈4, 5〉

}
.

Czy istniej¡ takie realacje R1, R2 na X, »e R0 ⊆ R1, R0 ⊆ R2 oraz
R1 jest relacj¡ równowa»no±ci na X?
R2 jest funkcj¡ X → X?
Odpowiedzi uzasadnij.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 13.02.2024 r.
Matematyka teoretyczna

Zadanie 1. (8 punktów)
Niech µ : Bor(R)→ [0,∞] b¦dzie dana wzorem

µ(B) = λ(B) + δ0(B),

gdzie λ jest miar¡ Lebesgue'a, a δ0 delt¡ Diraca w 0.

a) Poka», »e µ jest miar¡.

b) Oblicz µ(Q ∪ ([2, 3] \Q)).

c) Poka», »e je»eli f jest funkcj¡ borelowsk¡, to∫
[0,1]

f dµ =

∫
[0,1]

f dλ+ f(0).

(Wskazówka: spróbuj najpierw wykaza¢ powy»szy fakt dla funkcji pro-
stych, tzn. przyjmuj¡cych tylko sko«czenie wiele warto±ci).

Zadanie 2. (8 punktów)
Niech R b¦dzie pier±cieniem przemiennym z 1. Element u ∈ R nazywamy

idempotentem, gdy u2 = u. Udowodni¢, »e nast¦puj¡ce warunki s¡ równo-
wa»ne.

(a) Istniej¡ niezerowe pier±cienie z jedno±ci¡ R1 oraz R2, takie »e R ∼=
R1 ×R2.

(b) Istniej¡ niezerowe idempotenty u i v w pier±cieniu R, takie »e u+v = 1.

(c) Istnieje idempotent u ∈ R \ {0, 1}.

Zadanie 3. (8 punktów)
Niech (Yn,m)1≤m≤n b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi takimi, »e

P[Yn,m = 1] =
1

m
oraz P[Yn,m = 0] = 1− 1

m
.



Zde�niujmy ci¡g zmiennych losowych

Xn = Yn,1 + Yn,2 + . . .+ Yn,n.

Udowodnij, »e
Xn − log n√

log n

d→ N(0, 1).

Zadanie 4. (8 punktów)
Rozwa»my przestrze« NN ze standardow¡ topologi¡.

a) Poka», »e przestrze« NN jest polska.

b) Poka», »e przestrze« NN nie jest przeliczaln¡ sum¡ zbiorów zwartych.

c) Wska» podprzestrze« zbioru Cantora, która jest homeomor�czna z prze-
strzeni¡ NN.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 13.02.2024 r.
Aktuarialno-�nansowa

Zadanie 1. (8 punktów)
Niech Xi, i = 1, 2, 3, ... b¦dzie ci¡giem wzajemnie niezale»nych zmiennych

losowych takim, »e p = P (Xi = 1) = 1− P (Xi = −1), gdzie p < 1
2
. Znale¹¢

wszystkie takie a > 0 dla których proces stochastyczny {Yk : k = 1, 2, 3, ...}
jest martyngaªem, gdzie

Yk =

(
a

p

)∑k
i=1 Xi

.

Odpowied¹ uzasadni¢.

Zadanie 2. (8 punktów)
Niech (X1, X2, . . . , Xn) b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o jedna-

kowym rozkªadzie P(Xi = 1) = p, P(Xi = 0) = q = 1 − p oraz Sn =
X1 + . . . ,+Xn (zakªadamy n > 2 i 0 < p < 1). Rozwa»my wektor losowym
(Y1, . . . , Yn), który ma rozkªad taki sam jak (X1, . . . , Xn) pod warunkiem
Sn = 1.
(i) Jaki rozkªad ma Yi oraz policzy¢ warto±¢ oczekiwan¡ i wariancj¦ Yi.
(ii) Policzy¢ kowariancj¦ (Yi, Yj), gdzie i 6= j.

Zadanie 3. (8 punktów)
Model ci¡gªy. Niech R(t) = u + ct − S(t) b¦dzie procesem nadwy»ki

ubezpieczyciela gdzie:

• S(t) =
∑N(t)

i=1 Xi jest zªo»onym procesem Poissona z parametrem cz¦-
stotliwo±ci λ, tzn. N(t) ma rozkªad Poissona o warto±ci oczekiwanej
λt,

• warto±¢ pojedynczej szkody Xi ma rozkªad wykªadniczy Exp(β),

• skªadka c zawiera wspóªczynnik bezpiecze«stwa θ = 0.2 , co zapewnia,
i» prawdopodobie«stwo ruiny: Ψ(u) = 1

10
.

Udziaªowcy zwi¦kszyli nadwy»k¦ pocz¡tkow¡ dwukrotnie, do wysoko±ci
2·u. Zakªadaj¡c, i» wszystkie pozostaªe parametry procesu nie ulegªy zmianie:



podaj wzór na narzut θ w tym modelu,
podaj wzór na prawdopodobie«stwo ruiny w tym modelu,
wylicz prawdopodobie«stwo ruiny przy podanych parametrach w zadaniu.

Zadanie 4. (8 punktów)
Spóªkom A i B zaproponowano nast¦puj¡ce roczne stopy oprocentowania

kredytu w wysoko±ci 1 mln PLN:

Spóªka Oprocentowanie staªe Oprocentowanie zmienne
A 19.00% WIBOR + 0.15%
B 21.25% WIBOR + 0.9%

Pierwotnie spóªka A otrzymaªa kredyt z oprocentowaniem staªym, a B z
oprocentowaniem zmiennym. Jednak spóªka A potrzebuje kredytu o stopie
zmiennej, podczas gdy spóªka B o stopie staªej. Zaprojektowano procentowy
kontrakt SWAP (kontrakt zamiany strumieni pªatno±ci) z udziaªem instytucji
�nansowej, w ramach którego instytucja ta zyskaªa na transakcjach 0.4%
rocznie, za± dla obu spóªek kontrakt jest jednakowo atrakcyjny.

Ile wyniesie staªa stopa procentowa pªacona przez spóªk¦ B w wyniku
caªo±ciowego rozliczenia? Przedstaw swój tok rozumowania.


