EGZAMIN MAGISTERSKI, 13.02.2024 r.
Matematyka w ekonomii

Zadanie 1 « (8 punktow)
Niech (X1,Y1), (X2,Y2), ..., (X,,Y,) bedzie proba losowa rozmiaru n.
Rozwazmy klasyczny model regresji liniowej,
Y; = po+ b Xi + €,
gdzie €;, 1 = 1, 2, ..., n sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie
normalnym N (0, o2).

(i) Zdefiniuj matematycznie estymatory najmniejszych kwadratow, Gy i fi,
odpowiednio parametrow [y oraz 1, jako rozwigzania problemu opty-
malizacyjnego.

(ii) Jesli rozwiazesz problem optymalizacji z czedci (i), jaki wynik uzyskasz
dla 3,7 Nie wyprowadzaj, tylko podaj postac.

(iii) Jesli rozwiazesz problem optymalizacji z czesci (i), jaki wynik uzyskasz
dla ;7 Nie wyprowadzaj, tylko podaj postac.

(iv) Wyznacz posta¢ warunkowej wartosci oczekiwanej E[3; | X;].
Uzasadnij wszystkie kroki.

Zadanie 2. (8 punktow)

Niech X7, ..., X,, bedzie proba z rozktadu o gestosci f(x) = Nexp{—Az}1(x >
0), A > 0. Niech 5/1 = minlgign Xi; a Yn = MaXj<i<n X,L Wyznacz gQStOéé Y1
oraz Y,.

Zadanie 3. (8 punktow)
Sprawdz, czy proces stochastyczny, {X,, t € Z}, opisany réwnaniem re-
kurencyjnym

Xt —|— 02 Xt—l - 048 Xt—2 = Wt + 02 Wt—l;

gdzie {W;, t € Z} jest procesem bialego szumu, ze $rednia 0 i wariancja o2,

(i) jest stacjonarny?



(i) jest wynikowy?

(ii) jest odwracalny?

Zadanie 4. (8 punktow)

Niech (X, Xs, ..., X,) beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jedna-
kowym rozktadzie P(X; = 1) = p, P(X; = 0) = ¢ =1—poraz 5, =
Xi+...,+X, (zakladamy n > 21 0 < p < 1). Rozwazmy wektor losowym
(Y1,...,Y,), ktory ma rozklad taki sam jak (Xi,...,X,) pod warunkiem
S, =1.

(i) Jaki rozklad ma Y; oraz policzy¢ warto$é oczekiwana i wariancje Y;.
(i) Policzy¢ kowariancje (Y;,Y;), gdzie i # j.

2]



EGZAMIN MAGISTERSKI, 13.02.2024 r.
Nauczycielska

Zadanie 1 « (8 punktow)
Niech p: Bor(R) — [0, 00] bedzie dana wzorem

u(B) = A(B) +00(B),
gdzie \ jest miarg Lebesgue’a, a &y delta Diraca w 0.

a) Pokaz, ze u jest miara.
b) Oblicz p(Q U ([2,3]\ Q).
¢) Pokaz, ze jezeli f jest funkcjg borelowska, to

fdu= [ fdr+ f(0).
[0,1] [0,1]
(Wskazowka: sprobuj najpierw wykazac¢ powyzszy fakt dla funkcji pro-
stych, tzn. przyjmujacych tylko skonczenie wiele wartosci).

Zadanie 2. (8 punktow)
Jaka jest reszta z dzielenia 21°°° przez 137

Zadanie 3. (8 punktow)
Jednokladnosc¢ o srodku w punkcie (g, yo) i skali k& # 0 to przeksztalcenie
) R? — R? zadane we wspotrzednych wzorem

J(kxo,yo)(x7 y) = <I’0 + k(l‘ - xO)’ yo + k(y - yo))

Jk

(0,40

1. Postugujac sie wzorem we wspolrzednych na translacje 17" o wektor [a, b],

znajdz wzor przeksztatcenia ztozonego J(kxo’yo) o T we wspoélrzednych.

2. Uzasadnij, ze jesli skala k& jednokltadosci z poprzedniego punktu jest
rozna od 1, to przeksztalcenie zlozone posiada dokladnie jeden punkt
staly (czyli taki punkt A, ze J(’“myo) oT(A) = A). Wylicz wspolrzedne
tego punktu statego.



3. Postugujac sie obydwoma poprzednimi punktami uzasadnij, ze jesli k #
1 to powyzsze ztozenie translacji z jednoktadnoscia jest jednoktadnoscia
o tej samej skali k, wzgledem punktu statego A wyznaczonego powyzej.

Zadanie 4. (8 punktow)
Na zbiorze X = {1,2,3,4,5} mamy nastepujaca relacje:
Ro = {(17 2>’ <27 2)? <27 3>7 <4a 5>}
Czy istniejg takie realacje Ry, Ro na X, ze Ry C Ry, Ry C R, oraz
R, jest relacja rownowaznosci na X7
R, jest funkcja X — X7
Odpowiedzi uzasadnij.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 13.02.2024 r.
Matematyka teoretyczna

Zadanie 1 « (8 punktow)
Niech p: Bor(R) — [0, 00] bedzie dana wzorem
u(B) = A(B) +00(B),
gdzie \ jest miarg Lebesgue’a, a dy delta Diraca w 0.

a) Pokaz, ze u jest miara.

b) Oblicz u(QU (12,3]\ Q).

c) Pokaz, ze jezeli f jest funkcja borelowska, to

/Mf dy = /mf dr + £(0).

(Wskazowka: sprobuj najpierw wykaza¢ powyzszy fakt dla funkcji pro-
stych, tzn. przyjmujacych tylko skonczenie wiele wartosci).

Zadanie 2. (8 punktow)

Niech R bedzie pierscieniem przemiennym z 1. Element v € R nazywamy
idempotentem, gdy u? = u. Udowodnié¢, ze nastepujace warunki sa rowno-
wazne.

(a) Istnieja niezerowe pierscienie z jednoscia R; oraz R, takie ze R =
Rl X RQ.

(b) Istnieja niezerowe idempotenty u i v w pierscieniu R, takie ze u+v = 1.

(¢) Istnieje idempotent u € R\ {0,1}.

Zadanie 3. (8 punktow)
Niech (Y, ) 1<m<n beda niezaleznymi zmiennymi losowymi takimi, ze
1

1
]P)[Yn,m = 1] = — oraz P[Yn,m = O] =1 - —.
m m



Zdefiniujmy cigg zmiennych losowych
Xpn=Y 1+ Yo+ ... +Y,,.

Udowodnij, ze
X, —logn g4

o — N(0,1).

Zadanie 4. (8 punktow)
Rozwazmy przestrzen NV ze standardowsa topologia.

a) Pokaz, ze przestrzen NV jest polska.
b) Pokaz, ze przestrzen NV nie jest przeliczalna suma zbioréw zwartych.

¢) Wskaz podprzestrzen zbioru Cantora, ktora jest homeomorficzna z prze-
strzenig NI,



EGZAMIN MAGISTERSKI, 13.02.2024 r.
Aktuarialno-finansowa

Zadanie 1 « (8 punktow)

Niech X;, 7 =1,2,3, ... bedzie ciagiem wzajemnie niezaleznych zmiennych
losowych takim, ze p = P(X; = 1) =1 — P(X; = —1), gdzie p < %. Znale#¢
wszystkie takie a > 0 dla ktorych proces stochastyczny {Y; : k= 1,2,3,...}

jest martyngaltem, gdzie
Zf=1 Xi
Y, = (9) .
p

Zadanie 2. (8 punktow)

Niech (X3, Xs,...,X,) beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jedna-
kowym rozktadzie P(X; = 1) = p, P(X; = 0) = ¢ = 1—poraz 5, =
Xi +...,+X, (zakladamy n > 21 0 < p < 1). Rozwazmy wektor losowym
(Y1,...,Y,), ktory ma rozktad taki sam jak (Xi,...,X,) pod warunkiem
S, = 1.

(i) Jaki rozklad ma Y; oraz policzy¢ wartosé oczekiwana i wariancje Y;.
(ii) Policzy¢ kowariancje (Y;,Y;), gdzie i # j.

Odpowiedz uzasadnié.

Zadanie 3. (8 punktow)
Model ciagly. Niech R(t) = u + ¢t — S(t) bedzie procesem nadwyzki
ubezpieczyciela gdzie:

o S(t) = Ei\;(f) X; jest zlozonym procesem Poissona z parametrem cze-
stotliwosci A, tzn. N(t) ma rozklad Poissona o wartosci oczekiwanej
A,

e warto$¢ pojedynczej szkody X; ma rozktad wyktadniczy Exp(p),

e sktadka c zawiera wspolczynnik bezpieczenstwa 6 = 0.2 , co zapewnia,
iz prawdopodobiefistwo ruiny: ¥(u) = 1.

Udzialowcy zwiekszyli nadwyzke poczatkowa dwukrotnie, do wysokosci

2-u. Zaktadajac, iz wszystkie pozostale parametry procesu nie ulegly zmianie:



podaj wzor na narzut # w tym modelu,
podaj wzor na prawdopodobienstwo ruiny w tym modelu,
wylicz prawdopodobiefistwo ruiny przy podanych parametrach w zadaniu.

Zadanie 4:. (8 punktow)
Spotkom A i B zaproponowano nastepujace roczne stopy oprocentowania
kredytu w wysokosci 1 mln PLN:

Spoéltka Oprocentowanie stale Oprocentowanie zmienne
A 19.00% WIBOR + 0.15%
B 21.25% WIBOR + 0.9%

Pierwotnie spotka A otrzymata kredyt z oprocentowaniem stalym, a B z
oprocentowaniem zmiennym. Jednak spotka A potrzebuje kredytu o stopie
zmiennej, podczas gdy spotka B o stopie stalej. Zaprojektowano procentowy
kontrakt SWAP (kontrakt zamiany strumieni ptatnosci) z udziatem instytucji
finansowej, w ramach ktorego instytucja ta zyskala na transakcjach 0.4%
rocznie, za$ dla obu spotek kontrakt jest jednakowo atrakcyjny.

Ile wyniesie stata stopa procentowa ptacona przez spétke B w wyniku
cato$ciowego rozliczenia? Przedstaw swoj tok rozumowania.



