EGZAMIN MAGISTERSKI, 14.09.2023 r.
Matematyka w ekonomii

Zadanie 1 « (8 punktow)
Rozwazmy klasyczny model regresji liniowej,
Yi = Po + b + €,
gdzie €;,1 = 1, 2, ..., n sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie
normalnym N (0, 0?). Udowodnij nastepujaca réwnosé
COV(@, Bl) = Oa

gdzie Bl jest estymatorem najmniejszych kwadratow wspotczynnika kierun-
kowego prostej regresji natomiast §y = % Z?:l Yi-

Zadanie 2. (8 punktow)

Niech X7, ..., X,, bedzie proba z rozktadu o gestosci f(x) = Nexp{—Az}1(x >
0), A > 0. Wyznacz estymator nieobciazony o minimalnej wariancji parame-
tru A

Zadanie 3. (8 punktow)
Rozpatrz proces stochastyczny opisany réwnaniem rekurencyjnym

3 1
X = EXt—l — éXt—Q + Z,

gdzie {Z;, t € Z} jest procesem biatego szumu, ze Srednia 0 i wariancja o2,

(i) Wykaz, ze proces {X,} nie jest procesem stacjonarnym w szerszym sen-
sie.

(ii) Wykaz, ze szereg czasowy {Y;, t € Z}, zdefiniowany jako
i =Xy — Xi,

jest procesem stacjonarnym w szerszym sensie.

(iii) Czy proces {Y;} jest procesem wynikowym?

Zadanie 4:. (8 punktow)



Niech (X, Y) ma dwuwymiarowy taczny rozklad normalny ze srednia m =
(2, —1) oraz macierza kowariancji

2 1
5o (21,
Niech Z7 = X + 2Y.

(i) Jaki rozkltad ma Z. Ile wynosi P(Z > 0)? Uzasadnij!
(ii) Korzystajac z zalaczonej ponizej tabelki oszacowaé P(|Z| > 1.96).

Tabela 1: Kwantyle z, rzedu p standardowego rozktadu normalnego.

p [ 0.90 ] 0.95 | 0.975 | 0.990 | 0.995
zp | 1.28 | 1.64 | 1.96 | 2.33 | 2.58




EGZAMIN MAGISTERSKI, 14.09.2023 r.
Nauczycielska

Zadanie ]_ . (8 punktow)
Produktem przestrzeni metrycznych (X, dx) i (Y,dy) nazywamy prze-
strzen metrycznag (X x Y, d) , gdzie d jest zdefiniowana wzorem

d({z1,11), (T2, ¥2)) = dx (1, 2) + dy (Y1, Y2).

e Narysuj kule o $srodku w (3,4) i promieniu 3 w produkcie (R,dg) i
(R, dg), gdzie dg jest metryka euklidesowa.

e Czy produkt (X,dx) i (Y, dy) jest homeomorficzny z produktem (Y, dy)
i (X,dx)? Odpowiedz uzasadnij.

e Niech (X, dx) bedzie przestrzenia metryczna. Wykaz, ze zbior {(z,z): x €
X} jest domkniety w produkcie (X,dx) i (X, dx).

Zadanie 2. (8 punktow)
Liczba x dana jest w sposéb nastepujacy:

1

xTr =

o+
3+
o+

1

1
3+ —

Czy x jest liczbg wymierna? Czy x jest liczba algebraiczna? Kazda odpowiedz
uzasadnij.

Zadanie 3. (8 punktow)
Na plaszczyznie z uktadem kartezjanskim dane sa punkty A = (0,0),
B=(2,0),C=(2,1),D=(0,1), E=(0,2) oraz F' = (2,2).



1. Znajdz cztery rozne izometrie ptaszczyzny przeksztalacajace prostokat
ABCD na prostokat CDFEF'. Opisz doktadnie kazda z tych czterech
izometrii, podajac jej parametry (Srodek i kat obrotu, wektor przesu-
niecia, o$ odbicia, 0$ i wektor poslizgu dla symetrii z poslizgiem, itd.).

2. Uzasadnij, ze nie ma wiecej niz cztery izometrii przeksztatcajacych
ABCD na CDFEF.

Zadanie 4. (8 punktow)
Na zbiorze P(R) (rodzina wszystkich podzbioréw zbioru liczb rzeczywi-
stych) definiujemy relacje R w sposob nastepujacy:
ARB wtedy i tylko wtedy gdy zbior AAB jest skonczony,
gdzie "A\” oznacza roznice symetryczng: AAB := (A\ B)U (B \ A).
Udowodnij, ze R jest relacja rownowaznosci na P(R). Opisz klase abs-
trakeji zbioru A := ) i zbioru B := [0, 1]. OdpowiedZ uzasadnij.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 14.09.2023 r.
Matematyka stosowana

Zadanie 1 . (8 punktow)
Dla jakiej wartosci parametru a réwnanie
y" + ay = sint
opisuje rezonans drgan. Uzasadni¢ odpowiedz.

Zadanie 2. (8 punktow)
Zmiana wielko$ci dwoch populacji z(t) i y(t) opisana jest nastepujacym

ukladem réwnan: .

o(t) = (ko — ay),
Y (t) = k%(ké —y— Ba).

Zbadaj do jakiego poziomu bedzie dazyla wielkoé¢ pierwszej populacji (limy 1 o (1)),
przy nastepujacych zatozeniach:

ki < Oék’g, 6[411 < k’g, y(to) > 0.

Zadanie 3. (8 punktow)
Niech X,, bedzie suma liczby oczek wyrzuconych w n rzutach symetryczna
kostka do gry. Niech Y,, bedzie reszta z dzielenia X,, przez 5.

(i) Wyznacz macierz prawdopodobienstw przejsé¢, w jednym kroku, dla tan-
cucha Markowa {Y,,}5°.
(ii) Wyznacz warto$¢ granicy

lim P (X, jest podzielne przez 5).

n—o0

Zadanie 4: . (8 punktow)
Niech (X, Y) ma dwuwymiarowy taczny rozktad normalny ze $rednia m =
(2, —1) oraz macierza kowariancji

s-(21).



Niech Z = X +2Y.
(i) Jaki rozklad ma Z. Ile wynosi P(Z > 0)7 Uzasadnij!
(i) Korzystajac z zalaczonej ponizej tabelki oszacowaé¢ P(|Z| > 1.96).

Tabela 2: Kwantyle z, rzedu p standardowego rozktadu normalnego.

p [ 0.90 ] 0.95 | 0.975 | 0.990 | 0.995
zp | 1.28 | 1.64 | 1.96 | 2.33 | 2.58




EGZAMIN MAGISTERSKI, 14.09.2023 r.
Matematyka teoretyczna

Zadanie 1 « (8 punktow)
Produktem przestrzeni metrycznych (X, dx) i (Y,dy) nazywamy prze-
strzefi metryczna (X x Y,d) , gdzie d jest zdefiniowana wzorem

d({z1,11), (T2, ¥2)) = dx (21, 2) + dy (Y1, Y2).

e Narysuj kule o $rodku w (3,4) i promieniu 3 w produkcie (R,dg) i
(R, dg), gdzie dg jest metryks euklidesowa.

e Czy produkt (X, dx) i (Y, dy) jest homeomorficzny z produktem (Y, dy)
i (X,dx)? Odpowiedz uzasadnij.

e Niech (X, dx) bedzie przestrzenia metryczna. Wykaz, ze zbior {(z,z): x €
X} jest domkniety w produkcie (X,dx) i (X, dx).

Zadanie 2. (8 punktow)

(a)(2pkt) Podaj definicje komutanta grupy G, oznaczanego zazwyczaj
przez G’ lub |G, G].
(b)(3pkt) Wyznacz komutant grupy UT3(R) macierzy gornotrojkatnych roz-
miaru 3 X 3 z jedynkami na przekatne;j.
(¢)(3pkt) Udowodnij, ze iloraz UT3(R)/UT3(R)’ jest izomorficzny z R x R.

Zadanie 3. (8 punktow)
Zmienne losowe X1, X5, ... sa niezalezne i X,, ma rozktad jednostajny na

43
a) Pokaz, ze

Mn - Z XijJrl
j=1

jest martyngatem wzgledem filtracji F,, = o{ X1, Xo,..., Xy, Xn11}



b) Pokaz, ze
sup IEMg < 00

i wywnioskuj, ze martyngal M,, jest zbiezny w L2.

¢) Czy stad wynika rowniez, ze martyngal M, jest zbiezny p.w.?

Zadanie 4. (8 punktow)
Udowodnij, ze réwnanie

u(t) = 1+/0t u(s)ds

ma rozwiazanie na odcinku [0,a] dla pewnego a > 0. Czy jest to jedyne
rozwigzanie?



EGZAMIN MAGISTERSKI, 14.09.2023 r.
Matematyka teoretyczna

Zadanie 1 « (8 punktow)
Produktem przestrzeni metrycznych (X, dx) i (Y,dy) nazywamy prze-
strzefi metryczna (X x Y,d) , gdzie d jest zdefiniowana wzorem

d({z1,11), (T2, ¥2)) = dx (21, 2) + dy (Y1, Y2).

e Narysuj kule o $rodku w (3,4) i promieniu 3 w produkcie (R,dg) i
(R, dg), gdzie dg jest metryks euklidesowa.

e Czy produkt (X, dx) i (Y, dy) jest homeomorficzny z produktem (Y, dy)
i (X,dx)? Odpowiedz uzasadnij.

e Niech (X, dx) bedzie przestrzenia metryczna. Wykaz, ze zbior {(z,z): x €
X} jest domkniety w produkcie (X,dx) i (X, dx).

Zadanie 2. (8 punktow)

(a)(2pkt) Podaj definicje komutanta grupy G, oznaczanego zazwyczaj
przez G’ lub |G, G].
(b)(3pkt) Wyznacz komutant grupy UT3(R) macierzy gornotrojkatnych roz-
miaru 3 X 3 z jedynkami na przekatne;j.
(¢)(3pkt) Udowodnij, ze iloraz UT3(R)/UT3(R)’ jest izomorficzny z R x R.

Zadanie 3. (8 punktow)
Zmienne losowe X1, X5, ... sa niezalezne i X,, ma rozktad jednostajny na

43
a) Pokaz, ze

Mn - Z XijJrl
j=1

jest martyngatem wzgledem filtracji F,, = o{ X1, Xo,..., Xy, Xn11}



b) Pokaz, ze
supEM? < oo
i wywnioskuj, ze martyngal M,, jest zbiezny w L2.

¢) Czy stad wynika rowniez, ze martyngal M, jest zbiezny p.w.?

Zadanie 4. (8 punktow)

Niech e, = (0,...,0,1,0,...),n = 1,2, ..., gdzie jedynka jest na n-tym miej-
scu, ¢y oznacza przestrzen (zespolonych) ciaggéw zbieznych do zera z norma
supremum oraz (t,)5, bedzie ograniczonym ciagiem liczb zespolonych.

1. Dany jest operator liniowy i ciagty A : co — co, taki ze
AGn = tn(62n+1 + 62n+2), n —= ]_, 27 cee .
Znajdz i uzasadnij wzor na Az dla z = (2,)°2, € co.

2. Wyznacz || Al]co—co-

3. Podaj definicje operatora zwartego z przestrzeni Banacha X do prze-
strzeni Banacha Y.

4. Uzasadnij, ze operator A jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy ciag
(an)$e, jest zbiezny do zera.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 14.09.2023 r.
Analiza danych

Zadanie 1 « (8 punktow)
Wektor losowy X = (X7, X3) ma dwuwymiarowy rozktad normalny N (0, X),

. 2 1
gdmeE—ll 2}.

a) Zajdz wartosci wlasne tej macierzy i odpowiadajace im wektory wilasne.
b) Wyznacz pierwsza sktadowa gltowna tego rozkladu.

c¢) Jaki procent catkowitej wariancji tego wektora wyjasnia pierwsza skta-
dowa gléwna ?

Zadanie 2. (8 punktow)

Niech X = (X1, X2)T ~ No(p, X)), przy czym p = (1,1)T oraz ¥ =
diag{2,2}. Niech a = (1,2)T, b = (2, —1)7. Jaki jest taczny rozklad wektora
losowego (a"X,bTX)T? Czy zmienne losowe a'X oraz b"X sy niezalezne?
Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 3. (8 punktow)

Niech X7, ..., X, bedzie proba z rozktadu o gestosci f(x) = Aexp{—Az}1(x >
0), A > 0. Wyznacz estymator nieobcigzony o minimalnej wariancji parame-
tru .

Zadanie 4 « (8 punktow)
Niech (X,Y) ma dwuwymiarowy laczny rozktad normalny ze srednig m =
(2, —1) oraz macierza kowariancji

2 1
2:(1 3).
Niech 7 = X + 2Y.

(i) Jaki rozklad ma Z. Ile wynosi P(Z > 0)7 Uzasadnij!
(ii) Korzystajac z zalaczone] ponizej tabelki oszacowaé P(|Z] > 1.96).



Tabela 3: Kwantyle z, rzedu p standardowego rozktadu normalnego.

p | 0.90 | 0.95 ] 0.975 | 0.990 | 0.995
zp | 1.28 | 1.64 | 1.96 | 2.33 | 2.58

EGZAMIN MAGISTERSKI, 14.09.2023 r.
Aktuarialno-finansowa

Zadanie 1 « (8 punktow)

Niech {By(t);t > 0}, {Ba(t);t > 0} beda wzajemnie niezaleznymi stan-
dardowymi ruchami Browna.
Znalez¢ wszystkie pary a,b > 0 dla ktorych

_ aBy(t) + bBy(t)

WAGE 3 , t >0}
(0 o BileD) \2 Ba) - )

s3 standardowymi ruchami Browna. OdpowiedZ uzasadni¢.
Dla wyznaczonych a, b obliczy¢

OOU(Wl(]_), WQ(].))

Zadanie 2 . (8 punktow)
Niech (X, Y) ma dwuwymiarowy taczny rozklad normalny ze srednia m =
(2, —1) oraz macierza kowariancji

2 1
2:(1 3).
Niech Z7 = X + 2Y.

(i) Jaki rozktad ma Z. Ile wynosi P(Z > 0)? Uzasadnij!
(ii) Korzystajac z zalaczonej ponizej tabelki oszacowaé P(|Z| > 1.96).

Zadanie 3. (8 punktow)



Tabela 4: Kwantyle z, rzedu p standardowego rozktadu normalnego.

p | 0.90 | 0.95 | 0.975 | 0.990 | 0.995
zp | 1.28 1 1.64 | 1.96 | 2.33 | 2.58

Rozktad prawdopodobienstwa zmiennej X dany jest w tabeli:

x 0 1 2 d 10 20
P(X=2){08]0.10.03]0.03]|0.03]0.01

Wyznacz d, jesli wiadomo, ze E[[;(X)] = 0.37.( [;(Y) = (Y —d)4).

Zadanie 4. (8 punktow)
Na pewnym rynku dostepne sa dzi$§ nastepujace instrumenty o podanych
wartosciach:

e Obligacja zerokuponowa zapadajaca za 2 lata o nominale 10 000 zl,
kosztujaca dzi§ 9 000 zt.

e Kontrakt forward na akcje spotki ABC, niewyptacajacej dywidend, z
datg wykonania za 2 lata, dla ktorego dzi§ wyznaczona cena forward
wynosi 150 z1 (tj. dzi§ ten kontrakt jest wart 0 zt).

e Opcja europejska waniliowa put z ceng wykonania 135 zt na akcje spotki
ABC, zapadajaca za 2 lata, w cenie 24 zt.

Wykonaj nastepujace zadania:

1. Wyznacz dzisiejsza cene europejskiej opcji waniliowej call z ceng wyko-
nania 135 zt, zapadajacej za 2 lata na akcje tej samej spotki ABC tak,
aby nie wprowadzi¢ arbitrazu na tym rynku.

2. Narysuj payoff portfela sktadajacego sie z jednego opisanego w zadaniu
kontraktu forward w pozycji krotkiej oraz jednej akcji spotki ABC w
pozycji dlugiej. Jaka jest dzisiejsza bezarbitrazowa cena takiego port-
fela oraz ile wynosi jego wspotczynnik grecki delta?



