EGZAMIN MAGISTERSKI, 30.06.2023 r.
Matematyka w ekonomii

Zadanie 1 « (8 punktow)
Rozwazmy nastepujace modele regresji liniowej,

(1) y; =P+ Poxi + €,

(2) wi=7+7yi+v
ktorych parametry oszacowano metoda najmniejszych kwadratow. Wie-
my, ze wspoOtczynnik korelacji miedzy zmiennymi y; oraz x; jest rowny 0,75
natomiast wariancje probkowe sa rowne g2 = G, = 1. Przy tych warunkach,
zdecyduj ktore z ponizszych stwierdzen jest falszywe oraz krotko uzasadnij
swoja decyzje.
(i) Suma kwadratow reszt w obu modelach jest taka sama.

(ii) Estymatory 32 oraz 75, wyznaczone metoda najmniejszych kwadratow,
spetniaja nastepujaca rownoscé
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(iii) Wartosci estymatorow By i 7, sa rowne 0, 75.

Zadanie 2. (8 punktow)

Sformutuj problem testowania dla dwoch $rednich w rozktadzie normal-
nym przy nieznanych rownych wariancjach. Podaj posta¢ statystyki testowe;.
Jaki jest jej rozklad przy hipotezie zerowej? OdpowiedZ uzasadnij.

Zadanie 3. (8 punktow)
Rozpatrzy szereg czasowy opisany roéwnaniem

Y, =2+ B)X, + Z,

gdzie B jest operatorem przesuniecia, natomiast {X;, t € Z} i {Z;, t € Z} sa
nieskorelowanymi procesami biatego szumu, kazdy ze $rednig 0 i wariancja 3.



(i) Czy {Y3} jest procesem stacjonarnym w szerszym sensie?
(ii) Czy {Y;} jest procesem odwracalnym?

(iii) Wyznacz postaé funkeji kowariancji (¢, s) = Cov(Y;, Xy), s,t € Z.

Zadanie 4:. (8 punktow)
Niech X;, X5, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym
rozkladzie z EX; = my i VarX; = 0% < co. Rozwazy¢ ciag

Y1=X1,Ys =2X, Y3 = X5,V =2X,, ...
Ogolnie mozemy zapisaé

{X(j+1)/2 gdy j jest nieparzyste,

Y= 2X5/9 gdy 7 jest parzyste.

J

Niech S, =377, Y}
1. Do czego zmierza S, /n. W jakim sensie; uzasadnic.
2. Znalez¢ o dla ktorego
Sy, — E[S,)
ov/n

Wystarczy tylko rozwazy¢ przypadek gdy n jest parzyste i zbiega do nie-
skonczonosci.

B N(0,1).



EGZAMIN MAGISTERSKI, 30.06.2023 r.
Nauczycielska

Zadanie 1 « (8 punktow)
Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna i niech A C X. Przypomnijmy
definicje:
wnetrza: Int(A) ={zr € A: Ir>0Vy e X d(z,y) <r = y e A}
i domkniecia: A = {x € A: istnieje ciag (z,,) elementéw A zbiezny do z}.

a) Niech X = R?. Znajdz Int(A) i A, jezeli A = Q x ((0,1) \ Q) (rozpa-
trujemy tu metryke euklidesows). Uzasadnij.

b) Niech A bedzie podzbiorem plaszczyzny (z metryka euklidesowa). Czy
musza zachodzi¢ inkluzje:

Int(A)
Int(A)

@)
@)

N 1N

Int(A)?
Int(A)?

Odpowiedzi uzasadnij.

¢) Udowodnij, ze kazdy zbiér domkniety zawierajacy A zawiera tez A.

Zadanie 2. (8 punktow)
Oblicz reszte z dzielenia 63! przez 7. OdpowiedZ uzasadnij.

Zadanie 3. (8 punktow)

Uzasadnij, ze wieloscian wypukly majacy tyle samo Scian czworokatnych
co pieciokatnych, i nie majacy zadnych innych $cian, ma tacznie conajmniej
8 $cian. Uzasadnij tez, ze jesli taki wielo$cian ma dokladnie 8 $cian, to kazdy
jego wierzchotek jest trojScienny (spotykaja sie w nim dokladnie 3 §ciany).
Podaj przyklad takiego wieloScianu o doktadnie 8 §cianach.

WSKAZOWKA 1: Oznacz przez n liczbe $cian czworokatnych, wyznacz
w zaleznosci od n liczby S i K wszystkich $cian 1 wszystkich krawedzi takiego
wielo$cianu; nastepnie korzystajac z tego, ze w kazdym wierzchotku spotykaja
sie przynajmniej 3 Sciany, oszacuj od gory liczbe W wierzchotkow takiego
wielo$cianu; skorzystaj z tozsamosci Eulera S — K + W = 2.



WSKAZOWKA 2: Szukajac przykladu, mozesz rozwazyé obcinanie frag-
mentow znanych bryt, np. sze$cianu.

Zadanie 4. (8 punktow)
Czy istnieje zbior czesciowo uporzadkowany (X, <) spelniajacy nastepu-
jace warunki:

Vee Xdye X :—~(x <y)oraz =(y < x),
Ve,ye Xdze X o< zorazy < z?

Odpowiedz uzasadnij.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 30.06.2023 r.
Matematyka stosowana

Zadanie ]_ . (8 punktow)
Rozwazmy uktad rownan rézniczkowych

¥’ = ax — bxy,
y' = cy —doy — ey’

gdzie a/b > c¢/e. Udowodnij, ze lim; .., y(t) = 0 dla kazdego rozwiazania
startujacego z warunku poczatkowego x(to) > 0, y(tg) > 0.

Zadanie 2. (8 punktow)

Wyjasénij czym jest dyfuzja. Sformutuj zagadnienie matematyczne opisu-
jace dyfuzje substancji na kwadracie (podzbiorze plaszczyzny) z warunkami
brzegowymi typu "brak przepltywu".

Podaj rozwiazanie tego zagadnienia.

Zadanie 3. (8 punktow)

Bladzeniem klasycznym na grafie G(V, E), ze zbiorem wierzchotkow V'
i zbiorem krawedzi E, nazywamy proces, w ktorym czastka znajdujaca sie
w jakim$ wierzchotku grafu w kazdym kroku przemieszcza sie do jednego z
sasiadow tego wierzchotka, wybranego z jednakowym prawdopodobiefistwem.
Rozpatrzmy bladzenie losowe na grafie G(V, E), dla ktorego V' = {1, 2, 3, 4}
natomiast £ = {{1,2}, {2,3},{2,4},{3,4}}.

(i) Opisz tancuch Markowa w czasie dyskretnym opisujacy bladzenie losowe,
na tak zdefiniowanym grafie.

(ii) Jakie jest prawdopodobienistwo znalezienia w wierzchotku 1, czasteczki
ktora w chwili poczatkowej znajdowala sie w wierzchotku 1, a jej ruch
jest opisany przez lanicuch Markowa z podpunktu (i), w przypadku gdy
czasteczka btadzita dostatecznie dtugo.

Zadanie 4:. (8 punktow)



Niech X7, X5, ... bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym
rozkladzie z EX; = my i VarX; = 0% < co. Rozwazy¢ ciag
3/1 :X17Y2 = 2X17}/}) :X27Y21 = 2X27"'
Ogolnie mozemy zapisaé
v, — Xj+1)/2 gdy j Jjest nieparzyste,
J 2X/9 gdy 7 jest parzyste.
Niech S, =377, Yj.
1. Do czego zmierza S, /n. W jakim sensie; uzasadnic.
2. Znalez¢ o dla ktorego
Sy, — E[S,)
o\/n

Wystarczy tylko rozwazy¢ przypadek gdy n jest parzyste i zbiega do nie-
skonczonosci.

2 N(0,1).



EGZAMIN MAGISTERSKI, 30.06.2023 r.
Matematyka teoretyczna

Zadanie 1 « (8 punktow)

Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna i niech A C X. Przypomnijmy
definicje:

wnetrza: Int(A)={z € A: Ir>0Vy e X d(z,y) <r = y € A}

i domknigcia: A = {x € A: istnieje ciag (,) elementéw A zbiezny do x}.

a) Niech X = R2. Znajdz Int(A) i A, jezeli A = Q x ((0,1) \ Q) (rozpa-
trujemy tu metryke euklidesowa). Uzasadnij.

b) Niech A bedzie podzbiorem plaszczyzny (z metryka euklidesowa). Czy
musza zachodzi¢ inkluzje:

Odpowiedzi uzasadnij.

¢) Udowodnij, ze kazdy zbiér domkniety zawierajacy A zawiera tez A.

Zadanie 2. (8 punktow)
(a)(2pkt) Poda¢ definicje warstwy podgrupy H grupy G.
(b)(6pkt) Niech A i B beda podgrupami abelowej grupy (G, +). Dowies¢, ze
nastepujace warunki sa rownowazne:

1. kazda warstwa podgrupy A kroi sie niepusto z kazda warstwa podgrupy
B,

2. podgrupa A kroi sie niepusto z kazdg warstwg podgrupy B,
3. A+ B=G.

Zadanie 3. (8 punktow)
Niech (B(t)):>o bedzie ruchem Browna.



a) Uzasadnij, ze wektor losowy (B(1), B(2)) ma rozktad normalny.
b) Oblicz cov(B(1), B(2)).
¢) Oblicz P[B(1) > 0, B(2) > 0]

Zadanie 4. (8 punktow)

Rozwazmy kostke Cantora 2%.

a) Pokaz, ze zbior A C 2¢ ktory sklada sie ze wszystkich ciagow, ktore
nie sa od pewnego miejsca stale rowne 0, jest typu Gjy.

b) Pokaz, ze przestrzen Baire’a w® jest homeomorficzna ze zbiorem A z
poprzedniego podpunktu.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 30.06.2023 r.
Analiza danych

Zadanie ]_ . (8 punktow)
Rozwazmy nastepujacy ukryty model Markowa:
(Ukryte) stany: S = {0,1}. Macierz prawdopodobiestw przejs¢ miedzy
stanami jest nastepujaca:
A — { 0.4 0.6 ] ‘

0.8 0.2
Zbior obserwacji: V = {A, B}.
Prawdopodobienstwa obserwacji bedgc w kazdym ze stanéw s € S:
P(Ot:A‘qtzl):Og P(Ot:B|qt:1):Ol

Ploy=Alg=2)=05  Plo,=Blg=2)=05

Znamy roéwniez rozktad poczatkowy tancucha:

P(X,=0)=1, P(X;=1)=0.

Zaobserwowalismy ABA, tzn., O = 010003 = ABA. Niech Q* = ¢;¢;4;
oznacza najbardziej prawdopodobny cigg ukrytych stanow, tj.

Q" = argmaxg_, ... P(QO, \).

Uzywajac algorytmu Viterbiego wylicz stan ¢;, tj. stan w chwili ¢ = 3

* ok k

najbardziej prawdopodobnej $ciezki Q* = ¢j¢5q5.

Zadanie 2. (8 punktow)

Podaj definicje rozkltadu Wisharta. Podaj definicje rozktadu Hotellinga.
Podaj przyktad statystyki testowej, ktora ma rozktad Hotellinga oraz uza-
sadnij ten fakt.

Zadanie 3. (8 punktow)

Sformutuj problem testowania dla dwoch srednich w rozktadzie normal-
nym przy nieznanych rownych wariancjach. Podaj posta¢ statystyki testowe;.
Jaki jest jej rozktad przy hipotezie zerowej? OdpowiedZ uzasadnij.



Zadanie 4. (8 punktow)

Niech X1, X5, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym

rozkladzie z EX; = my i VarX; = 0% < co. Rozwazy¢ ciag
Yl :X17}/2 = 2X17Y3 :X27Y;L = 2X27"'
Ogolnie mozemy zapisacé
v X(j+1y2 gdy J jest nieparzyste,
J 2X,/9 gdy 7 jest parzyste.
Niech S, = >0, Vj.
1. Do czego zmierza S, /n. W jakim sensie; uzasadnic.
2. Zmalez¢ o dla ktorego

Sn — EIS,] ;\I/Eﬁ[s"] 2 N(0,1).

Wystarczy tylko rozwazyé przypadek gdy n jest parzyste i zbiega do nie-

skoniczonosci.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 30.06.2023 r.
Aktuarialno-finansowa

Zadanie 1 « (8 punktow)

Niech {By(t);t > 0}, {B2(t);t > 0} beda wzajemnie niezaleznymi stan-
dardowymi ruchami Browna. Znalez¢ taka funkce f : (0,00) — R oraz
wszystkie a € R, dla ktorych

f(t)B1(3006/t) dla t € (0,3006]
W(t) =
Bi(1) + 2023B,(a(t — 3006)) dla t > 3006
jest standardowym ruchem Browna dla ¢ > 0. Odpowiedz uzasadnic.

Zadanie 2. (8 punktow)
Niech X7, X5, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym
rozkladzie z EX; = my i VarX; = 0% < co. Rozwazy¢ ciag
}/1 :Xla}/Q = 2X1a}/3 :X2>}/ZL = 2X27"'
Ogolnie mozemy zapisac¢
v, — X(j+1)/2 gdy Jj Jest nieparzyste,
J 2X/9 gdy j jest parzyste.
Niech S, =37, Y.
1. Do czego zmierza S, /n. W jakim sensie; uzasadnié.

2. Znalez¢ o dla ktorego

5. BI5) 5 01

Wystarczy tylko rozwazy¢ przypadek gdy n jest parzyste i zbiega do nie-
skoniczonosci.

Zadanie 3. (8 punktow)
Zatozmy, ze w populacji prawdziwe jest prawo Gompertza, a wiec
e = Bc',
dla B > 0,c > 1. Przyjmujac, ze przyszle czasy trwania zycia sa niezalezne

oblicz prawdopodobieristwo (podajac jako funkcje parametrow B i ¢), ze w
grupie 2 0s6b w wieku 30 lat co najmniej jedna osoba przezyje nastepny rok.



Zadanie 4. (8 punktow)

W $wiecie Blacka-Scholesa rozwaz akcje o dzisiejszej cenie réwnej 100
oraz zalezna od tej akcji pewna opcje europejska typu path-independent o
dzisiejszej wartosci 10. Masz nastepujace informacje:

- ciggla stopa wolna od ryzyka wynosi 2%,

- delta opcji jest rowna —0.5,

- gamma opcji jest rowna 0.

Wyznacz dzisiejsza thete opcji.

Wskazéwka: Dla dosé dowolnych opcji typu path-independent zdyskre-
tyzowana theta (pochodna wartodci opcji po czasie) jest wyznaczana przy
uzyciu zdyskretyzowanych innych wskaznikow greckich w algorytmie explicit
finite difference.



