
EGZAMIN MAGISTERSKI, 30.06.2023 r.
Matematyka w ekonomii

Zadanie 1. (8 punktów)
Rozwa»my nast¦puj¡ce modele regresji liniowej,

(1) yi = β1 + β2xi + εi,

(2) xi = γ1 + γ2yi + νi

których parametry oszacowano metod¡ najmniejszych kwadratów. Wie-
my, »e wspóªczynnik korelacji mi¦dzy zmiennymi yi oraz xi jest równy 0, 75
natomiast wariancje próbkowe s¡ równe σ̂2

x = σ̂2
y = 1. Przy tych warunkach,

zdecyduj które z poni»szych stwierdze« jest faªszywe oraz krótko uzasadnij
swoj¡ decyzj¦.

(i) Suma kwadratów reszt w obu modelach jest taka sama.

(ii) Estymatory β̂2 oraz γ̂2, wyznaczone metod¡ najmniejszych kwadratów,
speªniaj¡ nast¦puj¡c¡ równo±¢

β̂2 =
1

γ̂2
.

(iii) Warto±ci estymatorów β̂2 i γ̂2, s¡ równe 0, 75.

Zadanie 2. (8 punktów)
Sformuªuj problem testowania dla dwóch ±rednich w rozkªadzie normal-

nym przy nieznanych równych wariancjach. Podaj posta¢ statystyki testowej.
Jaki jest jej rozkªad przy hipotezie zerowej? Odpowied¹ uzasadnij.

Zadanie 3. (8 punktów)
Rozpatrzy szereg czasowy opisany równaniem

Yt = (2 +B)Xt + Zt,

gdzie B jest operatorem przesuni¦cia, natomiast {Xt, t ∈ Z} i {Zt, t ∈ Z} s¡
nieskorelowanymi procesami biaªego szumu, ka»dy ze ±redni¡ 0 i wariancj¡ 3.



(i) Czy {Yt} jest procesem stacjonarnym w szerszym sensie?

(ii) Czy {Yt} jest procesem odwracalnym?

(iii) Wyznacz posta¢ funkcji kowariancji γ(t, s) = Cov(Yt, Xs), s, t ∈ Z.

Zadanie 4. (8 punktów)
Niech X1, X2, . . . b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o jednakowym

rozkªadzie z EXi = mX i VarXi = σ2
X <∞. Rozwa»y¢ ci¡g

Y1 = X1, Y2 = 2X1, Y3 = X2, Y4 = 2X2, . . .

Ogólnie mo»emy zapisa¢

Yj =

{
X(j+1)/2 gdy j jest nieparzyste,
2Xj/2 gdy j jest parzyste.

Niech Sn =
∑n

j=1 Yj.
1. Do czego zmierza Sn/n. W jakim sensie; uzasadni¢.
2. Znale¹¢ σ dla którego

Sn − E[Sn]
σ
√
n

D→ N (0, 1).

Wystarczy tylko rozwa»y¢ przypadek gdy n jest parzyste i zbiega do nie-
sko«czono±ci.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 30.06.2023 r.
Nauczycielska

Zadanie 1. (8 punktów)
Niech (X, d) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡ i niech A ⊆ X. Przypomnijmy

de�nicj¦:

wn¦trza: Int(A) = {x ∈ A : ∃r > 0 ∀y ∈ X d(x, y) < r =⇒ y ∈ A}
i domkni¦cia: A = {x ∈ A : istnieje ci¡g (xn) elementów A zbie»ny do x}.

a) Niech X = R2. Znajd¹ Int(A) i A, je»eli A = Q × ((0, 1) \ Q) (rozpa-
trujemy tu metryk¦ euklidesow¡). Uzasadnij.

b) Niech A b¦dzie podzbiorem pªaszczyzny (z metryk¡ euklidesow¡). Czy
musz¡ zachodzi¢ inkluzje:

Int(A) ⊆ Int(A)?

Int(A) ⊆ Int(A)?

Odpowiedzi uzasadnij.

c) Udowodnij, »e ka»dy zbiór domkni¦ty zawieraj¡cy A zawiera te» A.

Zadanie 2. (8 punktów)
Oblicz reszt¦ z dzielenia 631 przez 7. Odpowied¹ uzasadnij.

Zadanie 3. (8 punktów)
Uzasadnij, »e wielo±cian wypukªy maj¡cy tyle samo ±cian czworok¡tnych

co pi¦ciok¡tnych, i nie maj¡cy »adnych innych ±cian, ma ª¡cznie conajmniej
8 ±cian. Uzasadnij te», »e je±li taki wielo±cian ma dokªadnie 8 ±cian, to ka»dy
jego wierzchoªek jest trój±cienny (spotykaj¡ si¦ w nim dokªadnie 3 ±ciany).
Podaj przykªad takiego wielo±cianu o dokªadnie 8 ±cianach.

WSKAZÓWKA 1: Oznacz przez n liczb¦ ±cian czworok¡tnych, wyznacz
w zale»no±ci od n liczby S i K wszystkich ±cian i wszystkich kraw¦dzi takiego
wielo±cianu; nast¦pnie korzystaj¡c z tego, »e w ka»dym wierzchoªku spotykaj¡
si¦ przynajmniej 3 ±ciany, oszacuj od góry liczb¦ W wierzchoªków takiego
wielo±cianu; skorzystaj z to»samo±ci Eulera S −K +W = 2.



WSKAZÓWKA 2: Szukaj¡c przykªadu, mo»esz rozwa»y¢ obcinanie frag-
mentów znanych bryª, np. sze±cianu.

Zadanie 4. (8 punktów)
Czy istnieje zbiór cz¦±ciowo uporz¡dkowany (X,≤) speªniaj¡cy nast¦pu-

j¡ce warunki:

∀x ∈ X ∃y ∈ X : ¬(x ≤ y) oraz ¬(y ≤ x),

∀x, y ∈ X ∃z ∈ X : x ≤ z oraz y ≤ z?

Odpowied¹ uzasadnij.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 30.06.2023 r.
Matematyka stosowana

Zadanie 1. (8 punktów)

Rozwa»my ukªad równa« ró»niczkowych

x′ = ax− bxy,
y′ = cy − dxy − ey2

gdzie a/b > c/e. Udowodnij, »e limt→∞ y(t) = 0 dla ka»dego rozwi¡zania
startuj¡cego z warunku pocz¡tkowego x(t0) > 0, y(t0) > 0.

Zadanie 2. (8 punktów)

Wyja±nij czym jest dyfuzja. Sformuªuj zagadnienie matematyczne opisu-
j¡ce dyfuzj¦ substancji na kwadracie (podzbiorze pªaszczyzny) z warunkami
brzegowymi typu "brak przepªywu".

Podaj rozwi¡zanie tego zagadnienia.

Zadanie 3. (8 punktów)

Bª¡dzeniem klasycznym na gra�e G(V, E), ze zbiorem wierzchoªków V
i zbiorem kraw¦dzi E, nazywamy proces, w którym cz¡stka znajduj¡ca si¦
w jakim± wierzchoªku grafu w ka»dym kroku przemieszcza si¦ do jednego z
s¡siadów tego wierzchoªka, wybranego z jednakowym prawdopodobie«stwem.
Rozpatrzmy bª¡dzenie losowe na gra�e G(V, E), dla którego V = {1, 2, 3, 4}
natomiast E = {{1, 2}, {2, 3}, {2, 4}, {3, 4}}.

(i) Opisz ªa«cuch Markowa w czasie dyskretnym opisuj¡cy bª¡dzenie losowe,
na tak zde�niowanym gra�e.

(ii) Jakie jest prawdopodobie«stwo znalezienia w wierzchoªku 1, cz¡steczki
która w chwili pocz¡tkowej znajdowaªa si¦ w wierzchoªku 1, a jej ruch
jest opisany przez ªa«cuch Markowa z podpunktu (i), w przypadku gdy
cz¡steczka bª¡dziªa dostatecznie dªugo.

Zadanie 4. (8 punktów)



Niech X1, X2, . . . b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o jednakowym
rozkªadzie z EXi = mX i VarXi = σ2

X <∞. Rozwa»y¢ ci¡g

Y1 = X1, Y2 = 2X1, Y3 = X2, Y4 = 2X2, . . .

Ogólnie mo»emy zapisa¢

Yj =

{
X(j+1)/2 gdy j jest nieparzyste,
2Xj/2 gdy j jest parzyste.

Niech Sn =
∑n

j=1 Yj.
1. Do czego zmierza Sn/n. W jakim sensie; uzasadni¢.
2. Znale¹¢ σ dla którego

Sn − E[Sn]
σ
√
n

D→ N (0, 1).

Wystarczy tylko rozwa»y¢ przypadek gdy n jest parzyste i zbiega do nie-
sko«czono±ci.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 30.06.2023 r.
Matematyka teoretyczna

Zadanie 1. (8 punktów)
Niech (X, d) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡ i niech A ⊆ X. Przypomnijmy

de�nicj¦:

wn¦trza: Int(A) = {x ∈ A : ∃r > 0 ∀y ∈ X d(x, y) < r =⇒ y ∈ A}
i domkni¦cia: A = {x ∈ A : istnieje ci¡g (xn) elementów A zbie»ny do x}.

a) Niech X = R2. Znajd¹ Int(A) i A, je»eli A = Q × ((0, 1) \ Q) (rozpa-
trujemy tu metryk¦ euklidesow¡). Uzasadnij.

b) Niech A b¦dzie podzbiorem pªaszczyzny (z metryk¡ euklidesow¡). Czy
musz¡ zachodzi¢ inkluzje:

Int(A) ⊆ Int(A)?

Int(A) ⊆ Int(A)?

Odpowiedzi uzasadnij.

c) Udowodnij, »e ka»dy zbiór domkni¦ty zawieraj¡cy A zawiera te» A.

Zadanie 2. (8 punktów)
(a)(2pkt) Poda¢ de�nicj¦ warstwy podgrupy H grupy G.
(b)(6pkt) Niech A i B b¦d¡ podgrupami abelowej grupy (G,+). Dowie±¢, »e
nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

1. ka»da warstwa podgrupy A kroi si¦ niepusto z ka»d¡ warstw¡ podgrupy
B,

2. podgrupa A kroi si¦ niepusto z ka»d¡ warstw¡ podgrupy B,

3. A+B = G.

Zadanie 3. (8 punktów)
Niech (B(t))t≥0 b¦dzie ruchem Browna.



a) Uzasadnij, »e wektor losowy (B(1), B(2)) ma rozkªad normalny.
b) Oblicz cov(B(1), B(2)).
c) Oblicz P[B(1) > 0, B(2) > 0]

Zadanie 4. (8 punktów)
Rozwa»my kostk¦ Cantora 2ω.
a) Poka», »e zbiór A ⊆ 2ω, który skªada si¦ ze wszystkich ci¡gów, które

nie s¡ od pewnego miejsca stale równe 0, jest typu Gδ.
b) Poka», »e przestrze« Baire'a ωω jest homeomor�czna ze zbiorem A z

poprzedniego podpunktu.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 30.06.2023 r.
Analiza danych

Zadanie 1. (8 punktów)

Rozwa»my nast¦puj¡cy ukryty model Markowa:
(Ukryte) stany: S = {0, 1}. Macierz prawdopodobie±tw przej±¢ mi¦dzy

stanami jest nastepuj¡ca:

A =

[
0.4 0.6
0.8 0.2

]
.

Zbiór obserwacji: V = {A,B}.
Prawdopodobie«stwa obserwacji b¦d¡c w ka»dym ze stanów s ∈ S:

P (ot = A|qt = 1) = 0.9 P (ot = B|qt = 1) = 0.1

P (ot = A|qt = 2) = 0.5 P (ot = B|qt = 2) = 0.5

Znamy równie» rozkªad pocz¡tkowy ªa«cucha:

P (X1 = 0) = 1, P (X1 = 1) = 0.

Zaobserwowali±my ABA, tzn., O = o1o2o3 = ABA. Niech Q∗ = q∗1q
∗
2q
∗
3

oznacza najbardziej prawdopodobny ci¡g ukrytych stanów, tj.

Q∗ = argmaxQ=q1q2q3P (Q|O, λ).
U»ywaj¡c algorytmu Viterbiego wylicz stan q∗3, tj. stan w chwili t = 3
najbardziej prawdopodobnej ±cie»ki Q∗ = q∗1q

∗
2q
∗
3.

Zadanie 2. (8 punktów)

Podaj de�nicj�e rozkªadu Wisharta. Podaj de�nicj�e rozkªadu Hotellinga.
Podaj przykªad statystyki testowej, która ma rozkªad Hotellinga oraz uza-
sadnij ten fakt.

Zadanie 3. (8 punktów)

Sformuªuj problem testowania dla dwóch ±rednich w rozkªadzie normal-
nym przy nieznanych równych wariancjach. Podaj posta¢ statystyki testowej.
Jaki jest jej rozkªad przy hipotezie zerowej? Odpowied¹ uzasadnij.



Zadanie 4. (8 punktów)
Niech X1, X2, . . . b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o jednakowym

rozkªadzie z EXi = mX i VarXi = σ2
X <∞. Rozwa»y¢ ci¡g

Y1 = X1, Y2 = 2X1, Y3 = X2, Y4 = 2X2, . . .

Ogólnie mo»emy zapisa¢

Yj =

{
X(j+1)/2 gdy j jest nieparzyste,
2Xj/2 gdy j jest parzyste.

Niech Sn =
∑n

j=1 Yj.
1. Do czego zmierza Sn/n. W jakim sensie; uzasadni¢.
2. Znale¹¢ σ dla którego

Sn − E[Sn]
σ
√
n

D→ N (0, 1).

Wystarczy tylko rozwa»y¢ przypadek gdy n jest parzyste i zbiega do nie-
sko«czono±ci.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 30.06.2023 r.
Aktuarialno-�nansowa

Zadanie 1. (8 punktów)
Niech {B1(t); t ≥ 0}, {B2(t); t ≥ 0} b¦d¡ wzajemnie niezale»nymi stan-

dardowymi ruchami Browna. Znale¹¢ tak¡ funkc¦ f : (0,∞) → R oraz
wszystkie a ∈ R, dla których

W (t) =

 f(t)B1(3006/t) dla t ∈ (0, 3006]

B1(1) + 2023B2(a(t− 3006)) dla t > 3006

jest standardowym ruchem Browna dla t > 0. Odpowied¹ uzasadni¢.

Zadanie 2. (8 punktów)
Niech X1, X2, . . . b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o jednakowym

rozkªadzie z EXi = mX i VarXi = σ2
X <∞. Rozwa»y¢ ci¡g

Y1 = X1, Y2 = 2X1, Y3 = X2, Y4 = 2X2, . . .

Ogólnie mo»emy zapisa¢

Yj =

{
X(j+1)/2 gdy j jest nieparzyste,
2Xj/2 gdy j jest parzyste.

Niech Sn =
∑n

j=1 Yj.
1. Do czego zmierza Sn/n. W jakim sensie; uzasadni¢.
2. Znale¹¢ σ dla którego

Sn − E[Sn]
σ
√
n

D→ N (0, 1).

Wystarczy tylko rozwa»y¢ przypadek gdy n jest parzyste i zbiega do nie-
sko«czono±ci.

Zadanie 3. (8 punktów)
Zaªó»my, »e w populacji prawdziwe jest prawo Gompertza, a wi¦c

µt = Bct,

dla B > 0, c > 1. Przyjmuj¡c, »e przyszªe czasy trwania »ycia s¡ niezale»ne
oblicz prawdopodobie«stwo (podaj¡c jako funkcj¦ parametrów B i c), »e w
grupie 2 osób w wieku 30 lat co najmniej jedna osoba prze»yje nast¦pny rok.



Zadanie 4. (8 punktów)
W ±wiecie Blacka-Scholesa rozwa» akcj¦ o dzisiejszej cenie równej 100

oraz zale»n¡ od tej akcji pewn¡ opcj¦ europejsk¡ typu path-independent o
dzisiejszej warto±ci 10. Masz nast¦puj¡ce informacje:

- ci¡gªa stopa wolna od ryzyka wynosi 2%,
- delta opcji jest równa −0.5,
- gamma opcji jest równa 0.

Wyznacz dzisiejsz¡ thet¦ opcji.
Wskazówka: Dla do±¢ dowolnych opcji typu path-independent zdyskre-

tyzowana theta (pochodna warto±ci opcji po czasie) jest wyznaczana przy
u»yciu zdyskretyzowanych innych wska¹ników greckich w algorytmie explicit
�nite di�erence.


