
EGZAMIN MAGISTERSKI, 25.02.2023 r.
Matematyka w ekonomii

Zadanie 1. (8 punktów)
Badacz dysponuje przekrojowymi danymi dla próby n krajów, dotycz¡-

cymi zagregowanych wynagrodze« W, zagregowanych zysków Z i zagregowa-
nych dochodów D. Na mocy de�nicji:

Di = Wi + Zi.

Badacz metod¡ klasycznej regresji liniowej dokonaª nast¦puj¡cej estymacji

Ŵi = α̂1 + α̂2Di,

Ẑi = β̂1 + β̂2Di.

(i) Poka», »e wspóªczynniki regresji b¦d¡ speªniaªy nast¦puj¡ce równania:

α̂2 + β̂2 = 1

α̂1 + β̂1 = 0.

(ii) Wyja±nij intuicyjnie, dlaczego tak powinno by¢.

Zadanie 2. (8 punktów)
Niech X1, . . . , Xn b�ed�a niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadzie

z g�esto±ci�a f(x, θ) = θxθ−1, x ∈ (0, 1), θ ∈ (0,+∞). Wyznacz estymator
najwi�ekszej wiarogodno±ci parametru θ.

Zadanie 3. (8 punktów)
Niech {Xt, t ∈ Z} b¦dzie procesem AR(1), a wi¦c Xt = φXt−1 + Zt,

gdzie {Zt, t ∈ Z} jest procesem biaªego szumu ze ±redni¡ zero i wariancj¡ σ2.
Wyznacz wariancj¦ zmiennej losowej

Y = X1 +X2 +X3 +X4,

gdy φ = 0, 9 i σ2 = 4,

Zadanie 4. (8 punktów)
Linia lotnicza, chc¡c zapewni¢ peªne wypeªnienie, sprzedaje wi¦cej biletów

na miejsca ani»eli jest ich w samolocie. Wedªug statystyk 5% pasa»erów nie



pojawia si¦ na odprawie. W samolocie jest 108 miejsc. Jakie jest prawdopo-
dobie«stwo, »e sprzedaj¡c bilety na 110 miejsc nie wszyscy pasa»erowie b¦d¡
mogli polecie¢. Zakªadaj¡c, »e pasa»erowie podejmuj¡ decyzje niezale»nie,
napisz wzór dokªadny na prawdopodobie«stwo, »e nie zgªosi si¦ k pasa»erów
(jaki to rozkªad), a nast¦pnie korzystaj¡c z zaª¡czonych tablic podaj oszaco-
wanie na prawdopodobie«stwo, »e zabraknie miejsc. Uzasadnij oszacowanie
przez zacytowanie odpowiedniego twierdzenia.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 25.02.2023 r.
Matematyka teoretyczna

Zadanie 1. (8 punktów)
Niech (X, d) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡. Okr¦giem o ±rodku w x ∈ X

i promieniu r > 0 nazywamy zbiór

{y : d(x, y) = r}.
Niech Y = {〈x, y〉 : x ≥ 0 ∧ y ≥ 0}. Rozwa»amy Y jako podprzestrze«
przestrzeni euklidesowej R2.

• Naszkicuj w ukªadzie wspóªrz¦dnych okr¡g o ±rodku w 〈0, 0〉 i promie-
niu 1 w przestrzeni Y .

• Podaj przykªad elementu okr¦gu o ±rodku w f i promieniu 1 w prze-
strzeni C[0, 1] z metryk¡ supremum (gdzie f(x) = x2).

• Podaj przykªad przestrzeni metrycznej, w której istnieje okr¡g o nie-
pustym wn¦trzu.

• Poka», »e w ka»dej przestrzeni metrycznej okr¦gi s¡ domkni¦te.

Zadanie 2. (8 punktów)
(a)(2pkt) Poda¢ de�nicje przestrzeni unitarnej oraz przeksztaªcenia uni-

tarnego.
(b)(2pkt) Dowie±¢, »e zbiór przeksztaªce« unitarnych sko«czenie wymiarowej
przestrzeni unitarnej V stanowi grup¦ (z operacj¡ skªadania).
(c)(4pkt) Niech v i w b¦d¡ wektorami tej samej dªugo±ci w sko«czenie wymia-
rowej przestrzeni unitarnej V . Dowie±¢, »e istnieje unitarne przeksztaªcenie
f przestrzeni V , takie, »e f(v) = w.

Zadanie 3. (8 punktów)
Zaªó»my, »e podzbiór A przestrzeni topologicznej X jest jej (silnym) re-

traktem deformacyjnym. (Przypomnienie: znaczy to, »e istnieje retrakcja de-
formacyjna X na A, która jest na A identyczno±ciowa). Udowodnij, »e wtedy



relatywne grupy homologii H∗(X,A) (singularnych, o wspóªczynnikach caª-
kowitych) sa wszystkie zerowe.

Zadanie 4. (8 punktów)
Niech B = R \Q b¦dzie zbiorem liczb niewymiernych i niech C oznacza

zbiór Cantora. Ustali¢, które pary zbiorów z poni»szej listy s¡ homeomor�cz-
ne:

B, C, B × N, C × N.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 25.02.2023 r.
Analiza danych

Zadanie 1. (8 punktów)

1. Zaªó»my, »e chcemy zbada¢ czy dany email zawiera spam czy nie. Ba-
zujemy tylko na trzech prostych cechach binarnych (Tak /Nie):

• Cecha 1: w mailu istnieje sªowo, które jest w "sªowniku sªów spa-
mowych" (wcze±niej raz zde�niowanego)

• Cecha 2: mail zawiera obrazek

• Cecha 3: nadawca maila byª kiedy± na jednej z tzw. "czarnych
list".

Mamy nast¦puj¡ce dane ucz¡ce:

Cecha 1 Cecha 2 Cecha 3 Spam?
Email 1 Nie Tak Tak SPAM
Email 2 Tak Nie Tak NIE SPAM
Email 3 Tak Nie Nie SPAM
Email 4 Nie Tak Nie NIE SPAM
Email 5 Tak Nie Tak SPAM

Mamy nowy email, który ma nast¦puj¡ce cechy: x =(Tak, Tak, Nie).
Jak taki email zostanie zaklasy�kowany (jako SPAM czy jako NIE
SPAM) u»ywaj¡c naiwnego klasy�katora bayesowskiego?

Zadanie 2. (8 punktów)

Niech X = (X1, X2)
T ∼ N2(µ,Σ) przy czym µ = (2, 2)T oraz Σ =

diag{1, 1}. Niech a = (1, 1)T, b = (1,−1)T. Poka», »e wektory aTX
oraz bTX s�a wzajemnie niezale»ne i maj�a rozkªady normalne. Jaki jest
ª�aczny rozkªad wektora (aTX,bTX)T?

Zadanie 3. (8 punktów)



Niech X1, . . . , Xn b�ed�a niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadzie
N(θ, 1). W problemie testowania hipotezy H0 : θ = 1 przeciwko al-
ternatywie H1 : θ 6= 1, wyznacz test ilorazu wiarogodno±ci rozmiaru
α = 0.05. Jaka jest moc testu przy alternatywie θ = 2?

Zadanie 4. (8 punktów)

Linia lotnicza, chc¡c zapewni¢ peªne wypeªnienie, sprzedaje wi¦cej bi-
letów na miejsca ani»eli jest ich w samolocie. Wedªug statystyk 5%
pasa»erów nie pojawia si¦ na odprawie. W samolocie jest 108 miejsc.
Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e sprzedaj¡c bilety na 110 miejsc nie
wszyscy pasa»erowie b¦d¡ mogli polecie¢. Zakªadaj¡c, »e pasa»erowie
podejmuj¡ decyzje niezale»nie, napisz wzór dokªadny na prawdopodo-
bie«stwo, »e nie zgªosi si¦ k pasa»erów (jaki to rozkªad), a nast¦pnie
korzystaj¡c z zaª¡czonych tablic podaj oszacowanie na prawdopodo-
bie«stwo, »e zabraknie miejsc. Uzasadnij oszacowanie przez zacytowa-
nie odpowiedniego twierdzenia.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 25.02.2023 r.
Aktuarialno-�nansowa

Zadanie 1. (8 punktów)

Niech Xi, i = 1, 2, 3, ... b¦dzie ci¡giem wzajemnie niezale»nych zmien-
nych losowych o jednakowym rozkªadzie, warto±ci oczekiwanej E(Xi) =
0 oraz wariancji V ar(Xi) = σ2 > 0. Znale»¢ wszystkie θ ∈ R, dla któ-
rych proces stochastyczny {Yk : k = 1, 2, 3, ...} jest martyngaªem, gdzie

Yk =

(
k∑
i=1

Xi

)2

− θk.

Odpowied» uzasadni¢.

Zadanie 2. (8 punktów)

Linia lotnicza, chc¡c zapewni¢ peªne wypeªnienie, sprzedaje wi¦cej bi-
letów na miejsca ani»eli jest ich w samolocie. Wedªug statystyk 5%
pasa»erów nie pojawia si¦ na odprawie. W samolocie jest 108 miejsc.
Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e sprzedaj¡c bilety na 110 miejsc nie
wszyscy pasa»erowie b¦d¡ mogli polecie¢. Zakªadaj¡c, »e pasa»erowie
podejmuj¡ decyzje niezale»nie, napisz wzór dokªadny na prawdopodo-
bie«stwo, »e nie zgªosi si¦ k pasa»erów (jaki to rozkªad), a nast¦pnie
korzystaj¡c z zaª¡czonych tablic podaj oszacowanie na prawdopodo-
bie«stwo, »e zabraknie miejsc. Uzasadnij oszacowanie przez zacytowa-
nie odpowiedniego twierdzenia.

Zadanie 3. (8 punktów)

Model ci¡gªy. Niech R(t) b�edzie procesem nadwy»ki ubezpieczyciela

R(t) = u+ ct−
N(t)∑

Yi,

gdzie:

• S(t) jest zªo»onym procesem Poissona z parametrem cz�estotliwo±ci
λ,



• warto±¢ pojedynczej szkody Y ma rozkªad wykªadniczy Exp(β),

• skªadka c zawiera wspóªczynnik bezpiecze«stwa θ = 0.2 , co za-
pewnia, i» prawdopodobie«stwo ruiny: Ψ(u) = 1

10
.

Udziaªowcy zwi�ekszyli nadwy»k�e pocz�atkow�a dwukrotnie - do wyso-
ko±ci 2 · u. Zakªadaj�ac, i» wszystkie pozostaªe parametry procesu nie
ulegªy zmianie, wylicz prawdopodobie«stwo ruiny.

Zadanie 4. (8 punktów)

Rozwa»my portfel zªo»ony z dwóch opcji europejskich waniliowych na
to samo aktywo bazowe (akcj¦ niewypªacaj¡c¡ dywidendy), o tej samej
zapadalno±ci T i cenie wykonania K. Jedna z nich to opcja kupna,
któr¡ posiadamy w pozycji krótkiej, a druga to opcja sprzeda»y, któr¡
posiadamy w pozycji dªugiej. Zaªó»my, »e T = 2 oraz »e efektywna
roczna stopa procentowa wolna od ryzyka wynosi r = 0.06. Wyznacz
K wiedz¡c, »e warto±¢ tego portfela w chwili 0 jest równa 0, a cena
spot aktywa bazowego wynosi S0 = 100. Narysuj równie» payo� tego
portfela.


