EGZAMIN MAGISTERSKI, 25.02.2023 r.
Matematyka w ekonomii

Zadanie 1 « (8 punktow)

Badacz dysponuje przekrojowymi danymi dla préby n krajow, dotycza-
cymi zagregowanych wynagrodzen W, zagregowanych zyskow Z i zagregowa-
nych dochodéw D. Na mocy definicji:

D, =W;+ Z,.
Badacz metoda klasycznej regresji liniowej dokonal nastepujacej estymacji
/Wi = a; + D,
Zi = P+ B2 D;.
(i) Pokaz, ze wspolezynniki regresji beda spelnialy nastepujace rownania:
G2+ fy = 1
ar+ 0 = 0.

(ii) Wyjasnij intuicyjnie, dlaczego tak powinno by¢.

Zadanie 2. (8 punktow)

Niech Xj,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie
7 gestoscig f(x,0) = 02971 x € (0,1), § € (0,+00). Wyznacz estymator
najwiekszej wiarogodnosci parametru 6.

Zadanie 3. (8 punktow)

Niech {X;, t € Z} bedzie procesem AR(1), a wiec X; = ¢X;1 + Zy,
gdzie {Z;, t € Z} jest procesem bialego szumu ze $rednia zero i wariancja 2.
Wyznacz wariancje zmiennej losowej

Y =X+ Xo+ X5+ Xy,
gdy ¢ =0,91 0% = 4,

Zadanie 4:. (8 punktow)
Linia lotnicza, chcac zapewnic¢ pelne wypelnienie, sprzedaje wiecej biletow
na miejsca anizeli jest ich w samolocie. Wedlug statystyk 5% pasazerow nie



pojawia si¢ na odprawie. W samolocie jest 108 miejsc. Jakie jest prawdopo-
dobienistwo, ze sprzedajac bilety na 110 miejsc nie wszyscy pasazerowie beda
mogli polecie¢. Zakladajac, ze pasazerowie podejmuja decyzje niezaleznie,
napisz wzor doktadny na prawdopodobienstwo, ze nie zgtosi sie k pasazerow
(jaki to rozktad), a nastepnie korzystajac z zataczonych tablic podaj oszaco-
wanie na prawdopodobienstwo, ze zabraknie miejsc. Uzasadnij oszacowanie
przez zacytowanie odpowiedniego twierdzenia.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 25.02.2023 r.
Matematyka teoretyczna

Zadanie ]_ . (8 punktow)
Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczng. Okregiem o srodku w x € X
i promieniu r > 0 nazywamy zbior

{y: d(z,y) =r}.
Niech Y = {{(z,y): x > 0 Ay > 0}. Rozwazamy Y jako podprzestrzen
przestrzeni euklidesowej R2.

e Naszkicuj w uktadzie wspolrzednych okrag o srodku w (0, 0) i promie-
niu 1 w przestrzeni Y.

e Podaj przyktad elementu okregu o §rodku w f i promieniu 1 w prze-
strzeni C[0, 1] z metryka supremum (gdzie f(z) = z?).

e Podaj przyktad przestrzeni metrycznej, w ktorej istnieje okrag o nie-
pustym wnetrzu.

e Pokaz, ze w kazdej przestrzeni metrycznej okregi sa domkniete.

Zadanie 2. (8 punktow)

(a)(2pkt) Poda¢ definicje przestrzeni unitarnej oraz przeksztalcenia uni-
tarnego.
(b)(2pkt) Dowies¢, ze zbior przeksztalcen unitarnych skonczenie wymiarowe;
przestrzeni unitarnej V' stanowi grupe (z operacja sktadania).
(c)(4pkt) Niech v i w beda wektorami tej samej dtugosci w skonczenie wymia-
rowej przestrzeni unitarnej V. Dowies¢, ze istnieje unitarne przeksztalcenie
f przestrzeni V, takie, ze f(v) = w.

Zadanie 3. (8 punktow)

Zalozmy, ze podzbior A przestrzeni topologicznej X jest jej (silnym) re-
traktem deformacyjnym. (Przypomnienie: znaczy to, ze istnieje retrakcja de-
formacyjna X na A, ktora jest na A identycznosciowa). Udowodnij, ze wtedy



relatywne grupy homologii H,(X, A) (singularnych, o wspotczynnikach cal-
kowitych) sa wszystkie zerowe.

Zadanie 4. (8 punktow)

Niech B = R\ Q bedzie zbiorem liczb niewymiernych i niech C' oznacza
zbior Cantora. Ustali¢, ktére pary zbioréow z ponizszej listy sa homeomorficz-
ne:

B, C, BxN, CxN.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 25.02.2023 r.
Analiza danych

Zadanie 1 « (8 punktow)

1. Zalézmy, ze chcemy zbadaé¢ czy dany email zawiera spam czy nie. Ba-
zujemy tylko na trzech prostych cechach binarnych (Tak /Nie):

e Cecha 1: w mailu istnieje stowo, ktore jest w "stowniku stow spa-
mowych" (wczesniej raz zdefiniowanego)

e Cecha 2: mail zawiera obrazek

e Cecha 3: nadawca maila byl kiedys na jednej z tzw. "czarnych

list".

Mamy nastepujace dane uczace:

Cecha 1 | Cecha 2 | Cecha 3 Spam?
Email 1 Nie Tak Tak SPAM
Email 2 Tak Nie Tak NIE SPAM
Email 3 Tak Nie Nie SPAM
Email 4 Nie Tak Nie NIE SPAM
Email 5 Tak Nie Tak SPAM

Mamy nowy email, ktory ma nastepujace cechy: x =(Tak, Tak, Nie).
Jak taki email zostanie zaklasyfikowany (jako SPAM czy jako NIE
SPAM) uzywajac naiwnego klasyfikatora bayesowskiego?

Zadanie 2. (8 punktow)

Niech X = (X1, Xo)T ~ No(p, X)) przy czym p = (2,2)7 oraz ¥ =
diag{1,1}. Niech a = (1,1)T, b = (1,—1)". Pokaz, ze wektory a'X
oraz b"X sa wzajemnie niezalezne i maja rozktady normalne. Jaki jest
taczny rozktad wektora (a™X,bTX)T?

Zadanie 3. (8 punktow)



Niech X1, ..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie
N(6,1). W problemie testowania hipotezy Hy : 6§ = 1 przeciwko al-
ternatywie Hy : 6 # 1, wyznacz test ilorazu wiarogodnosci rozmiaru
a = 0.05. Jaka jest moc testu przy alternatywie § = 27

Zadanie 4. (8 punktow)

Linia lotnicza, chcac zapewni¢ pelne wypetnienie, sprzedaje wiecej bi-
letow na miejsca anizeli jest ich w samolocie. Wedlug statystyk 5%
pasazeréw nie pojawia sie na odprawie. W samolocie jest 108 miejsc.
Jakie jest prawdopodobienistwo, ze sprzedajac bilety na 110 miejsc nie
wszyscy pasazerowie beda mogli polecie¢. Zaktadajac, ze pasazerowie
podejmuja decyzje niezaleznie, napisz wzor doktadny na prawdopodo-
bieristwo, ze nie zglosi sie k pasazerow (jaki to rozktad), a nastepnie
korzystajac z zataczonych tablic podaj oszacowanie na prawdopodo-
bieristwo, ze zabraknie miejsc. Uzasadnij oszacowanie przez zacytowa-
nie odpowiedniego twierdzenia.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 25.02.2023 r.
Aktuarialno-finansowa

Zadanie ]_ « (8 punktow)

Niech X;, ¢ = 1,2,3, ... bedzie ciaggiem wzajemnie niezaleznych zmien-
nych losowych o jednakowym rozktadzie, wartosci oczekiwanej F(X;) =
0 oraz wariancji Var(X;) = 0% > 0. Znalez¢ wszystkie 6 € R, dla kto-
rych proces stochastyczny {Y} : k = 1,2, 3, ...} jest martyngalem, gdzie

k 2
Y, = (Z Xi> — 0k,
=1

Odpowiedz uzasadni¢.

Zadanie 2. (8 punktow)

Linia lotnicza, chcac zapewni¢ pelne wypelnienie, sprzedaje wiecej bi-
letow na miejsca anizeli jest ich w samolocie. Wedtug statystyk 5%
pasazer6w nie pojawia sie na odprawie. W samolocie jest 108 miejsc.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze sprzedajac bilety na 110 miejsc nie
wszyscy pasazerowie beda mogli polecie¢. Zaktadajac, ze pasazerowie
podejmuja decyzje niezaleznie, napisz wzor doktadny na prawdopodo-
bieristwo, ze nie zglosi sie k pasazerow (jaki to rozklad), a nastepnie
korzystajac z zalaczonych tablic podaj oszacowanie na prawdopodo-
biefistwo, ze zabraknie miejsc. Uzasadnij oszacowanie przez zacytowa-
nie odpowiedniego twierdzenia.

Zadanie 3. (8 punktow)
Model ciagly. Niech R(t) bedzie procesem nadwyzki ubezpieczyciela

N(t)
R(t) =u+ct— ZY“
gdzie:

e S(t) jest ztozonym procesem Poissona z parametrem czestotliwosci
A

Y



e warto$¢ pojedynczej szkody Y ma rozktad wyktadniczy Ezp(5),

e sktadka ¢ zawiera wspotczynnik bezpieczenstwa 6 = 0.2 , co za-
pewnia, iz prawdopodobienistwo ruiny: ¥ (u) = %.

Udziatowey zwiekszyli nadwyzke poczatkowa dwukrotnie - do wyso-

kosci 2 - u. Zakladajac, iz wszystkie pozostate parametry procesu nie

ulegly zmianie, wylicz prawdopodobienstwo ruiny.

Zadanie 4. (8 punktow)

Rozwazmy portfel ztozony z dwoch opcji europejskich waniliowych na
to samo aktywo bazowe (akcje niewyptacajaca dywidendy), o tej samej
zapadalnosci T' i cenie wykonania K. Jedna z nich to opcja kupna,
ktorg posiadamy w pozycji krotkiej, a druga to opcja sprzedazy, ktorag
posiadamy w pozycji dtugiej. Zalézmy, ze T = 2 oraz ze efektywna
roczna stopa procentowa wolna od ryzyka wynosi » = 0.06. Wyznacz
K wiedzac, ze wartosé¢ tego portfela w chwili 0 jest rowna 0, a cena
spot aktywa bazowego wynosi Sy = 100. Narysuj rowniez payoff tego
portfela.



