
EGZAMIN MAGISTERSKI, 12.09.2022 r.
Matematyka stosowana

Zadanie 1. (8 punktów)
Rozwa»my równanie dyfuzji ut = uxx na prostej x ∈ R i warunkiem

pocz¡tkowym u(x, 0) = 4x(1 − x) dla x ∈ (0, 1) oraz u(x, 0) = 0 poza tym
odcinkiem.

Skonstruuj rozwi¡zanie u(x, t) tego zagadnienia.
Udowodnij, »e 0 ≤ u(x, t) ≤ 1 dla wszystkich t > 0 i x ∈ R.
Udowodnij, »e u(x, t)→ 0, gdy t→ +∞.

Zadanie 2. (8 punktów)
(Kurczenie si¦ mi¦±nia). W 1938 roku Av Hill w artykule "The heat of

shortening and the dynamic constants of muscle" zaproponowaª model mate-
matyczny opisuj¡cy v [mm/s], szybko±¢ kurczenia si¦ mi¦±nia podczas pracy
przeciw obci¡»eniu p [g]. Jego tak zwana krzywa siªa-pr¦dko±¢ jest dana przez
zwi¡zek

(p+ a)v = b(p0 − p),

gdzie a, b, p0 s¡ dodatnimi staªymi.

(a) Wyznacz tempo zmiany pr¦dko±ci skracania w odniesieniu do obci¡»enia.

(b) Jakie jest najwi¦ksze obci¡»enie, przy którym mi¦sie« kurczy si¦?

Wskazówka. Kurcz¡cy si¦ mi¦sie« ma dodatni¡ pr¦dko±¢ skracania,

podczas gdy mi¦sie« z bardzo du»ym obci¡»eniem raczej si¦ rozci¡ga ni»

kurczy.

Zadanie 3. (8 punktów)
Niech {B(t), t ≥ 0} b¦dzie ruchem Browna. Poka», »e dla θ > 0 proces

{X(t), t ≥ 0} zde�niowany, dla t ≥ 0, jako

X(t) =
1√
θ
B(θt),

jest równie» ruchem Browna.



Zadanie 4. (8 punktów)
Para zmiennych losowych (X, Y ) ma ª¡czny rozkªad zadany nast¦puj¡c¡

tablic¡ funkcji prawdopodobie«stwa p(i, j) = P(X = i, Y = j):

Tabela 1: Funkcja prawdopodobie«stwa p(i, j) ª¡cznego rozkªadu (X, Y )

i\j 0 1 2 3
0 1/8 1/8 1/8 1/8
1 1/8 0 0 0
2 1/8 0 0 0
3 1/8 0 0 1/8

1 : Czy zmienne losowe X, Y s¡ niezale»ne. Uzasadnij odpowied¹.

2 : Niech Z = min(2, XY ). Obliczy¢ EZ.

3 : Rozkªad pary zmiennych losowych (W,V ) ma funkcj¦ prawdopodobie«-
stwa pW,V (i, j) = P(X = i, Y = j|X + Y ≤ 2). Policzy¢ kowariancj¦
cov(W,V ).



EGZAMIN MAGISTERSKI, 12.09.2022 r.
Matematyka teoretyczna

Zadanie 1. (8 punktów)
Rozwa»my przestrze« metryczn¡ (X, d) i funkcj¦ ci¡gª¡ f : X → R (przy

czym R jest wyposa»ony w metryk¦ euklidesow¡).

• Podaj przykªad ci¡gu (xn), który nie jest zbie»ny w [0, 1] z metryk¡
euklidesow¡. Odpowied» uzasadnij.

• Podaj przykªad przestrzeni (X, d) i ci¡gu (xn) jej elementów, który nie
ma podci¡gu zbie»nego. Odpowied¹ uzasadnij.

• Poka», »e je»eli ci¡g (xn) w przestrzeni (X, d) jest zbie»ny, to ka»dy
jego podci¡g jest zbie»ny do tej samej granicy.

• Rozwa»my ci¡g (xn) elementów X i oznaczmy yn = f(xn) dla ka»de-
go n ∈ N. Czy zbie»no±¢ (xn) poci¡ga za sob¡ zbie»no±¢ (yn)? Czy
zbie»no±¢ (yn) implikuje zbie»no±¢ (xn)? Odpowiedzi uzasadnij.

Zadanie 2. (8 punktów)
(a)(1pkt) Poda¢ de�nicj¦ ideaªu pier±cienia R.

(b)(5pkt) Dla podanych ideaªów I, J pier±cienia R[X, Y ] rozstrzygn¡¢ z uza-
sadnieniem, czy I ⊆ J , I = J , J ⊆ I.

(i) I = (X2, Y 2, XY ), J = ((X − Y )2, XY,X2).

(ii) I = (X2 + 1, Y 2 + 1), J = (X − Y,X2 + 1).

(c)(2pkt) Udowodni¢, »e produkt dwóch ciaª jest pier±cieniem maj¡cym do-
kªadnie cztery ideaªy.

Uwaga.W punkcie (c) nie trzeba dowodzi¢, »e produkt ciaª jest pier±cieniem; chodzi

tylko o dowód, »e ma on dokªadnie cztery ideaªy.

Zadanie 3. (8 punktów)



Niech a, b ∈ D3 b¦d¡ dwoma ró»nymi punktami z wn¦trza 3-wymiarowej
kuli D3 (tzn. a, b 6∈ ∂D3). Wyznacz wszystkie grupy homologii przestrzeni
D3 \ {a, b}.

Zadanie 4. (8 punktów)
Zaªó»my, »e K ⊆ K1 ⊆ M , K ⊆ K2 ⊆ M s¡ wie»ami ciaª, gdzie rozsze-

rzenie K ⊆M jest sko«czone. Czy prawd¡ jest, »e:

[M : K1 ∩K2] 6 [M : K1][M : K2]?

Odpowied¹ uzasadni¢!



EGZAMIN MAGISTERSKI, 12.09.2022 r.
Analiza danych

Zadanie 1. (8 punktów)
Rozwa»my model regresji liniowej

Y = Xβ + ε ,

gdzie X jest macierz¡ ortogonaln¡ (X ′X = I) wymiaru 50×10 a ε ∼ N(0, I).
Do estymacji wektora wspóªczynników regresji zastosujemy metod¦ najmniej-
szych kwadratów i LASSO w formie

β̂L = argminβ||Y −Xβ||2 + 4||β||1 .

• No±nik wektora β (wektor indykatorów zmiennych wpªywaj¡cych na
Y ) wynosi (0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 1). Jakie jest p-stwo, »e LASSO zwróci
co najmniej jedno faªszywe odkrycie? (4pt)

Wektor estymatorów liczonych metod¡ najmniejszych kwadratów wy-
nosi

β̂OLS = (2, 6,−3, 1,−1, 0.5, 0.5, 4, 2,−4).

• Podaj wektor estymatorów uzyskanych metod¡ LASSO. (2pt)

• Wyznacz frakcj¦ faªszywych odkry¢ (FDP) i frakcj¦ istotnych odkry¢
(TPP, empiryczna moc) dla metody LASSO. (2pt)

Zadanie 2. (8 punktów)
Niech XXX = (X1, X2, X3)

′ oraz YYY = (Y1, Y2, Y3)
′ b¦d¡ niezale»nymi wekto-

rami losowymi o trójwymiarowych rozkªadach normalnych z parametrami

µµµ1 =

 2
2
2

 , ΣΣΣ1 =

 4 1 0
1 4 2
0 2 4

 , µµµ2 =

 3
2
1

 , ΣΣΣ2 =

 4 0 1
0 4 0
1 0 4

 .

Wyznacz rozkªad wektorów losowych XXX − YYY oraz µµµ1µµµ
T
2XXX.



Zadanie 3. (8 punktów)
Niech X1, . . . , Xn b¦dzie prób¡ losow¡ z rozkªadu normalnego ze ±redni¡

µ = 0 i nieznan¡ wariancj¡ σ2. Rozwa»my jednostajnie najmocniejszy test
hipotezy

H0 : σ2 = 2 przeciwko alternatywie H1 : σ2 = 4,
na poziomie istotno±ci α. Wyznacz moc testu.

Zadanie 4. (8 punktów)
Para zmiennych losowych (X, Y ) ma ª¡czny rozkªad zadany nast¦puj¡c¡

tablic¡ funkcji prawdopodobie«stwa p(i, j) = P(X = i, Y = j):

Tabela 2: Funkcja prawdopodobie«stwa p(i, j) ª¡cznego rozkªadu (X, Y )

i\j 0 1 2 3
0 1/8 1/8 1/8 1/8
1 1/8 0 0 0
2 1/8 0 0 0
3 1/8 0 0 1/8

1 : Czy zmienne losowe X, Y s¡ niezale»ne. Uzasadnij odpowied¹.

2 : Niech Z = min(2, XY ). Obliczy¢ EZ.

3 : Rozkªad pary zmiennych losowych (W,V ) ma funkcj¦ prawdopodobie«-
stwa pW,V (i, j) = P(X = i, Y = j|X + Y ≤ 2). Policzy¢ kowariancj¦
cov(W,V ).


