EGZAMIN MAGISTERSKI, 12.09.2022 r.
Matematyka stosowana

Zadanie ]_ . (8 punktow)

Rozwazmy réwnanie dyfuzji u; = wug, na prostej x € R i warunkiem
poczatkowym u(z,0) = 4z(1 — z) dla z € (0,1) oraz u(xz,0) = 0 poza tym
odcinkiem.

Skonstruuj rozwiazanie u(z,t) tego zagadnienia.

Udowodnij, ze 0 < u(z,t) < 1 dla wszystkich t > 01z € R.

Udowodnij, ze u(x,t) — 0, gdy t — +o0.

Zadanie 2. (8 punktow)

(Kurczenie sie miesnia). W 1938 roku Av Hill w artykule "The heat of
shortening and the dynamic constants of muscle” zaproponowal model mate-
matyczny opisujacy v [mm/s], szybkos¢ kurczenia sie mie$nia podczas pracy
przeciw obciazeniu p [g]. Jego tak zwana krzywa sita-predkos$é jest dana przez
zwigzek

(p+ a)v = b(po — p),

gdzie a, b, pg sa dodatnimi statymi.
(a) Wyznacz tempo zmiany predkosci skracania w odniesieniu do obciazenia.

(b) Jakie jest najwieksze obciazenie, przy ktorym miesien kurczy sie?

Wskazoéwka. Kurczqcy sie miesienn ma dodatnig predko$é skracania,
podczas gdy miesien z bardzo duzym obcigzeniem raczej sie rozciqga niz
kurczy.

Zadanie 3. (8 punktow)
Niech {B(t), t > 0} bedzie ruchem Browna. Pokaz, ze dla # > 0 proces
{X(t), t > 0} zdefiniowany, dla ¢ > 0, jako

X(t) = %Bwt),

jest rowniez ruchem Browna.



Zadanie 4. (8 punktow)
Para zmiennych losowych (X,Y) ma taczny rozklad zadany nastepujaca
tablica funkeji prawdopodobienstwa p(i,j) = P(X =14,Y = j):

Tabela 1: Funkcja prawdopodobienistwa p(i, j) tacznego rozktadu (X,Y)

Nj] o 1 2 3
0 |1/8 1/8 1/8 1/8
118 0 0 0
2 11/8 0 0 0
3 /18 0 0 1/8

1 : Czy zmienne losowe XY s3 niezalezne. Uzasadnij odpowiedz.

2 : Niech Z = min(2, XY'). Obliczy¢ EZ.

3 : Rozktad pary zmiennych losowych (W, V') ma funkcje prawdopodobien-
stwa pwv(i,j) = P(X =4,V = j|X +Y < 2). Policzy¢ kowariancje

cov(W, V).



EGZAMIN MAGISTERSKI, 12.09.2022 r.
Matematyka teoretyczna

Zadanie ]_ . (8 punktow)
Rozwazmy przestrzen metryczna (X, d) i funkcje ciaglta f: X — R (przy
czym R jest wyposazony w metryke euklidesowa).

e Podaj przyktad ciagu (x,), ktory nie jest zbiezny w [0, 1] z metryka
euklidesowa. Odpowiedz uzasadnij.

e Podaj przyklad przestrzeni (X, d) i ciagu (z,,) jej elementow, ktory nie
ma podciggu zbieznego. Odpowied? uzasadnij.

e Pokaz, ze jezeli ciag (z,) w przestrzeni (X,d) jest zbiezny, to kazdy
jego podciag jest zbiezny do tej samej granicy.

e Rozwazmy ciag (x,) elementow X i oznaczmy vy, = f(z,) dla kazde-
go n € N. Czy zbieznos¢ (z,) pociaga za soba zbieznosé (y,)? Czy
zbieznos¢ (y,,) implikuje zbieznosé (x,,)? Odpowiedzi uzasadnij.

Zadanie 2. (8 punktow)

(a)(1pkt) Poda¢ definicje idealu pierscienia R.
(b)(5pkt) Dla podanych ideatow I, J pierscienia R[X, Y] rozstrzygnac z uza-
sadnieniem, czy I C J, [ =J, J CI.

(i) I=(X*Y?%XY), J=((X-Y)", XY, X?).
(i) I=(X2+1,Y2+41),J=(X-Y,X241).

(¢)(2pkt) Udowodni¢, ze produkt dwoch cial jest pierscieniem majacym do-
ktadnie cztery ideaty.

Uwaga. W punkcie (c) nie trzeba dowodzi¢, ze produkt cial jest pierscieniem; chodzi
tylko o dowéd, ze ma on dokladnie cztery ideaty.

Zadanie 3. (8 punktow)



Niech a,b € D? beda dwoma réznymi punktami z wnetrza 3-wymiarowej
kuli D?® (tzn. a,b ¢ 0D?). Wyznacz wszystkie grupy homologii przestrzeni
D3\ {a,b}.

Zadanie 4. (8 punktow)
Zalozmy, 7e K C Ky C M, K C Ky C M sa wiezami cial, gdzie rozsze-
rzenie K C M jest skoriczone. Czy prawdg jest, ze:
[M : Kl ﬂKQ] < {M : Kl][M : KQ]?

Odpowiedz uzasadnié!



EGZAMIN MAGISTERSKI, 12.09.2022 r.
Analiza danych

Zadanie ]_ . (8 punktow)
Rozwazmy model regresji liniowej
Y=Xp+¢€,
gdzie X jest macierza ortogonalna (X'X = I) wymiaru 50 x 10 a € ~ N (0, I).
Do estymacji wektora wspotczynnikow regresji zastosujemy metode najmniej-
szych kwadratow i LASSO w formie
B = argming|[Y — XB|1* +4/|8]]1 .

e Nosnik wektora 8 (wektor indykatoréw zmiennych wplywajacych na
Y) wynosi (0,1,0,1,0,0,0,1,0,1). Jakie jest p-stwo, ze LASSO zwroci
co najmniej jedno falszywe odkrycie? (4pt)

Wektor estymatoréow liczonych metoda najmniejszych kwadratow wy-
nosi
Bors = (2,6,-3,1,—1,0.5,0.5,4,2, —4).

e Podaj wektor estymatorow uzyskanych metoda LASSO. (2pt)

e Wyznacz frakcje falszywych odkryé (FDP) i frakcje istotnych odkry¢
(TPP, empiryczna moc) dla metody LASSO. (2pt)

Zadanie 2. (8 punktow)
Niech X = (X1, Xo, X3) oraz Y = (Y7, Y2, Y3)' beda niezaleznymi wekto-
rami losowymi o trojwymiarowych rozktadach normalnych z parametrami

2 4 10 3 4 01
H1 = 2 s 21: 1 4 2 s Mo = 2 R 22: 0 40
2 0 2 4 1 1 0 4

Wyznacz rozktad wektorow losowych X —Y oraz pul X.



Zadanie 3. (8 punktow)

Niech Xj,..., X, bedzie proba losowa z rozktadu normalnego ze $rednia
g = 0 i nieznana wariancja o?. Rozwazmy jednostajnie najmocniejszy test
hipotezy

Hy : 0% = 2 przeciwko alternatywie H, : 02 = 4,
na poziomie istotnosci . Wyznacz moc testu.

Zadanie 4. (8 punktow)
Para zmiennych losowych (X,Y) ma laczny rozklad zadany nastepujaca
tablica funkeji prawdopodobienstwa p(i, j) = P(X =1,Y = j):

Tabela 2: Funkcja prawdopodobienstwa p(i, j) tacznego rozktadu (X,Y)
Nj] 0o 1 2 3
0 [1/8 1/8 1/8 1/8

118 0 0 0

2 11/8 0 0 0

3 (18 0o 0 1/8

1 : Czy zmienne losowe XY s3 niezalezne. Uzasadnij odpowiedz.
2 : Niech Z = min(2, XY). Obliczy¢ EZ.

3 : Rozklad pary zmiennych losowych (W, V) ma funkcje prawdopodobieri-
stwa pwv(i,j) = P(X =4,V = j|X +Y < 2). Policzy¢ kowariancje
cov(W, V).



