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Matematyka w ekonomii

Zadanie 1. (8 punktów)
Zaªó»my, »e logarytm zmiennej obja±nianej Y jest regresowany na loga-

rytm zmiennej obja±niaj¡cej X,

log Ŷ = β̂1 + β̂2 logX.

Zaªó»my, »e X? = µX, gdzie µ jest staª¡, i zaªó»my, »e log Y jest regresowany
na logX?.

(a) Okre±l, w jaki sposób estymatory wyznaczone metod¡ najmniejszych
kwadratów dla parametrów tak okre±lonego modelu regresji s¡ powi¡za-
ne z odpowiednimi estymatorami wspóªczynników wyj±ciowego modelu
regresji.

(b) Okre±l zwi¡zek pomi¦dzy statystykami R2 dla równa« regresji obu mo-
deli.

Zadanie 2. (8 punktów)
Sformuªuj problem testowania dla jednej ±redniej w rozkªadzie normal-

nym. Podaj posta¢ statystyki testowej. Jaki jest jej rozkªad przy hipotezie
zerowej? Odpowied¹ uzasadnij.

Zadanie 3. (8 punktów)
Zaªó»my, »e proces {Yt} jest opisany przez stacjonarny model AR(1) po-

staci:
Yt = β0 + β1Yt−1 +Wt,

gdzie {Wt} to ci¡g i.i.d zmiennych losowych o ±redniej zero i wariancji σ2.
Zakªadamy, »e β0 6= 0 oraz 0 < β1 < 1.

(a) Wyznacz warto±¢ oczekiwan¡ Yt.

(b) Wyznacz wariancj¦ Yt.

(c) Wyznacz autokowariancj¦ rz¦du dwa dla Yt.



Zadanie 4. (8 punktów)
NiechX, Y b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkªa-

dzie geometrycznym. Jest to rozkªad z funkcj¡ prawdopodobie«stwa qpn, n =
0, 1, . . . (q = 1 − p i 0 < p < 1), ze ±redni¡ p/q i wariancj¡ p/q2. Niech
Z = 1√

2
(X − Y ).

a) Obliczy¢ EZ i VarZ.
b) P(Z 6= 0) oraz P(Z = 1).
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Nauczycielska

Zadanie 1. (8 punktów)
Niech p : R2 → R b¦dzie dane wzorem

p(x, y) = x.

• Udowodnij, »e p jest funkcj¡ ci¡gª¡.

• Czy obraz p[U ], gdy U jest zbiorem otwartym, musi by¢ otwarty? Od-
powied¹ uzasadnij.

• Podaj przykªad domkni¦tego zbioru D ⊆ R2 takiego, »e jego obraz p[D]
nie jest domkni¦ty.

• Poka», »e je»eli D ⊆ R2 jest domkni¦ty i ograniczony, to jego obraz
p[D] jest domkni¦ty.

Zadanie 2. (8 punktów)
Jaka jest reszta z dzielenia 530 przez 31? Odpowied¹ uzasadnij.

Zadanie 3. (8 punktów)
Dwa przystaj¡ce i niezachodz¡ce na siebie trójk¡ty równoramienne ABC

oraz BCD maj¡ wspólny bok BC, za± ich podstawami s¡ boki AC i BD
(zachodz¡ wi¦c równo±ci AB = BC = CD, za± czworok¡t ABDC b¦d¡cy
sum¡ tych dwóch trójk¡tów jest równolegªobokiem).

1. Znajd¹ i opisz, wraz z uzasadnieniami, dwie ró»ne izometrie pªaszczyzny
przeksztaªcaj¡ce trójk¡t ABC na trójk¡t BCD.

2. Uzasadnij, »e nie ma wi¦cej ni» dwie takich izometrii.

Zadanie 4. (8 punktów)



Podaj przykªad zbioru X i relacji R na X, która speªnia nast¦puj¡ce
warunki:

∀x ∈ X ∃y ∈ X (xRy), ¬
(
∀y ∈ X ∃x ∈ X (xRy)

)
.

Uzasadnij, »e oba warunki s¡ speªnione.
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Matematyka stosowana

Zadanie 1. (8 punktów)
Rozwa»amy równanie dyfuzji ut = uxx w odcinku (0, 1) z warunkami

brzegowymi u(0, t) = u(1, t) = 0 i warunkiem pocz¡tkowym u(x, 0) = 4x(1−
x).

Skonstruuj rozwi¡zanie u(x, t) tego zagadnienia.
Udowodnij, »e 0 ≤ u(x, t) ≤ 1 dla wszystkich t > 0 i 0 < x < 1.
Udowodnij, »e u(x, t)→ 0, gdy t→∞.

Zadanie 2. (8 punktów)
Rozpatrzmy krysztaª w ksztaªcie sze±cianu o dªugo±ci boku x i obj¦to±ci

V, który ro±nie. Szybko±¢ zmiany w czasie obj¦to±ci krysztaªu jest opisana
przez równanie nast¦puj¡cej postaci:

dV

dt
= kx2(V0 − V ),

gdzie k i V0 s¡ dodatnimi staªymi.

(a) Wyznacz równanie opisuj¡ce szybko±¢ zmiany x, czyli dªugo±ci boku tego
krysztaªu.

(b) Zaªó»my, »e krysztaª wyrasta z bardzo maªego "ziarna". Wyka», »e jego
tempo wzrostu stale spada.

(c) Co si¦ dzieje z wielko±ci¡ krysztaªu po bardzo dªugim czasie?

(d) Jaki jest jego rozmiar (to znaczy, jakie jest x albo V ), gdy ro±nie w
tempie, które jest równe poªowie jego pocz¡tkowego tempa wzrostu?

Zadanie 3. (8 punktów)
Niech {B(t), t ≥ 0} b¦dzie ruchem Browna. Dla 0 < s < t, wyznacz

rozkªad zmiennej losowej B(s) +B(t).

Zadanie 4. (8 punktów)



NiechX, Y b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkªa-
dzie geometrycznym. Jest to rozkªad z funkcj¡ prawdopodobie«stwa qpn, n =
0, 1, . . . (q = 1 − p i 0 < p < 1), ze ±redni¡ p/q i wariancj¡ p/q2. Niech
Z = 1√

2
(X − Y ).

a) Obliczy¢ EZ i VarZ.
b) P(Z 6= 0) oraz P(Z = 1).
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Matematyka teoretyczna

Zadanie 1. (8 punktów)
Niech p : R2 → R b¦dzie dane wzorem

p(x, y) = x.

• Udowodnij, »e p jest funkcj¡ ci¡gª¡.

• Czy obraz p[U ], gdy U jest zbiorem otwartym, musi by¢ otwarty? Od-
powied¹ uzasadnij.

• Podaj przykªad domkni¦tego zbioru D ⊆ R2 takiego, »e jego obraz p[D]
nie jest domkni¦ty.

• Poka», »e je»eli D ⊆ R2 jest domkni¦ty i ograniczony, to jego obraz
p[D] jest domkni¦ty.

Zadanie 2. (8 punktów)
(a)(1pkt) Podaj de�nicj¦ komutanta grupy G, oznaczanego przez G′.

(b)(3pkt) Udowodnij, »e GLn(K)′ ⊆ SLn(K) dla ka»dego n ∈ N>0 i dowol-
nego cia�
a K.
(c)(4pkt) Niech n ∈ N>0. Wyznacz S ′n, podaj¡c peªne uzasadnienie.

Zadanie 3. (8 punktów)
Rozwa»my przestrzenie X = L2(−1, 1), Y = L1(−1, 1), Ye = {f ∈ Y :

f(x) = f(−x) p.w.} oraz funkcjonaª:

L(f) =

∫ 1

−1
f(x)ex dx.

1. Uzasadnij, »e La : X → C zadane przez La(f) = L(f) jest ci¡gªym
funkcjonaªem liniowym i znajd¹ jego norm¦.

2. Uzasadnij, »e Lb : Y → C zadane przez Lb(f) = L(f) jest ci¡gªym
funkcjonaªem liniowym i znajd¹ jego norm¦.



3. Uzasadnij, »e Lc : Ye → C zadane przez Lc(f) = L(f) jest ci¡gªym
funkcjonaªem liniowym i znajd¹ jego norm¦.

4. Czy Lb jest rozszerzeniem Lc zachowuj¡cym norm¦? Je±li nie, to znajd¹
rozszerzenie Ld : Y → C operatora Lc, takie »e ‖Ld‖Y ∗ = ‖Lc‖(Ye)∗ .

Zadanie 4. (8 punktów)
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Analiza danych

Zadanie 1. (8 punktów)

1. Rozwa»my nastepuj¡cy ukryty model Markowa:

(Ukryte) stany: S = {0, 1}. Macierz prawdopodobie«stw przej±¢ mi¦dzy
stanami jest nast¦puj¡ca:

A =

[
0.5 0.5
0.8 0.2

]
.

Zbiór obserwacji: V = {a, b}. Prawdopodobie«stwa obserwacji b¦d¡c w
ka»dym ze stanów s ∈ S:

P (ot = a|Xt = 0) = 0.6 P (ot = b|Xt = 0) = 0.4

P (ot = a|Xt = 1) = 0.5 P (ot = b|Xt = 1) = 0.5

Znamy równie» rozkªad pocz¡tkowy ªa«cucha:

P (X1 = 0) = 0.5, P (X1 = 1) = 0.5. U»ywaj¡c procedury forward

policz prawdopodobie«stwo zaobserwowania b w chwili 1 oraz b w chwili
2 (tj. o1 = b, o2 = b).

Zadanie 2. (8 punktów)
Sformuªuj problem testowania dla dwóch (wektorów) ±rednich. Podaj po-

sta¢ statystyki testowej. Jaki jest jej rozkªad przy hipotezie zerowej? Odpo-
wied¹ uzasadnij.

Zadanie 3. (8 punktów)
Zmienna losowa X ma rozkªad o g�esto±ci f . Na podstawie jednej obser-

wacji wery�kujemy
H0 : f(x) = 1(0 ≤ x ≤ 1) przeciwko H1 : f(x) = 6x5 1(0 ≤ x ≤ 1).

Wyznacz moc testu jednostajnie najmocniejszego na poziomie istotno±ci α =
0.1.

Zadanie 4. (8 punktów)



NiechX, Y b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkªa-
dzie geometrycznym. Jest to rozkªad z funkcj¡ prawdopodobie«stwa qpn, n =
0, 1, . . . (q = 1 − p i 0 < p < 1), ze ±redni¡ p/q i wariancj¡ p/q2. Niech
Z = 1√

2
(X − Y ).

a) Obliczy¢ EZ i VarZ.
b) P(Z 6= 0) oraz P(Z = 1).


