EGZAMIN MAGISTERSKI, 7.07.2022 r.
Matematyka w ekonomii

Zadanie 1 « (8 punktow)
Zalozmy, ze logarytm zmiennej objasnianej Y jest regresowany na loga-
rytm zmiennej objasniajacej X,
logY = By + By log X.
Zalozmy, ze X* = puX, gdzie u jest stata, i zalozmy, ze log Y jest regresowany
na log X™*.

(a) Okresl, w jaki sposob estymatory wyznaczone metoda najmniejszych
kwadratow dla parametrow tak okreslonego modelu regresji sa powiaza-
ne z odpowiednimi estymatorami wspo6tczynnikéw wyjsciowego modelu
regresji.

(b) Okresl zwigzek pomiedzy statystykami R? dla réwnan regresji obu mo-
deli.

Zadanie 2. (8 punktow)

Sformutuj problem testowania dla jednej Sredniej w rozktadzie normal-
nym. Podaj postaé¢ statystyki testowej. Jaki jest jej rozklad przy hipotezie
zerowej? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 3. (8 punktow)
Zatozmy, ze proces {Y;} jest opisany przez stacjonarny model AR(1) po-
staci:

Y, = Bo + B1Yio1 + Wa,
2

gdzie {W;} to ciag i.i.d zmiennych losowych o $redniej zero i wariancji o=.
Zakladamy, ze 5y # 0 oraz 0 < [ < 1.

(a) Wyznacz warto§¢ oczekiwang Y;.
(b) Wyznacz wariancje Y.

(c¢) Wyznacz autokowariancje rzedu dwa dla Y;.



Zadanie 4. (8 punktow)

Niech XY beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkta-
dzie geometrycznym. Jest to rozklad z funkcja prawdopodobienistwa ¢p™, n =
0,1,...(¢g = 1—pi0 < p < 1), ze srednig p/q i wariancja p/q®. Niech
7 = \%(X -Y).

a) Obliczy¢ EZ i VarZ.

b) P(Z #0) oraz P(Z = 1).



EGZAMIN MAGISTERSKI, 7.07.2022 r.
Nauczycielska

Zadanie 1 « (8 punktow)
Niech p: R? — R bedzie dane wzorem

p(z,y) = .
e Udowodnij, ze p jest funkcja ciagla.
e Czy obraz p[U], gdy U jest zbiorem otwartym, musi by¢ otwarty? Od-
powiedz uzasadnij.
e Podaj przyktad domknietego zbioru D C R? takiego, ze jego obraz p[D]
nie jest domkniety.
e Pokaz, ze jezeli D C R? jest domkniety i ograniczony, to jego obraz

p[D] jest domkniety.

Zadanie 2. (8 punktow)

Jaka jest reszta z dzielenia 53° przez 317 OdpowiedZ uzasadnij.

Zadanie 3. (8 punktow)

Dwa przystajace i niezachodzace na siebie trojkaty rownoramienne ABC
oraz BC'D maja wspélny bok BC, zas ich podstawami sa boki AC' i BD
(zachodza wiec rownosci AB = BC = CD, za$ czworokat ABDC' bedacy
suma tych dwoch trojkatow jest rownolegtobokiem).

1. Znajdz i opisz, wraz z uzasadnieniami, dwie rozne izometrie ptaszczyzny
przeksztalcajace trojkat ABC na trojkat BCD.

2. Uzasadnij, ze nie ma wiecej niz dwie takich izometrii.

Zadanie 4:. (8 punktow)



Podaj przyktad zbioru X i relacji R na X, ktora spelnia nastepujace
warunki:

Ve € X Jy € X (zRy), -(Vy € X3z € X (zRy)).

Uzasadnij, ze oba warunki sa spetnione.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 7.07.2022 r.
Matematyka stosowana

Zadanie 1 « (8 punktow)

Rozwazamy rownanie dyfuzji w; = u,, w odcinku (0,1) z warunkami
brzegowymi u(0,t) = u(1,t) = 0 i warunkiem poczatkowym u(z,0) = 4z(1—

Skonstruuj rozwiazanie u(z,t) tego zagadnienia.

Udowodnij, ze 0 < u(z,t) <1 dla wszystkich t > 010 < x < 1.

Udowodnij, ze u(x,t) — 0, gdy t — 0.

Zadanie 2. (8 punktow)
Rozpatrzmy krysztal w ksztalcie szescianu o dtugosci boku x i objetosci
V, ktory rosénie. Szybko$¢ zmiany w czasie objetosci krysztatu jest opisana
przez réwnanie nastepujacej postaci:
av

% = ka(% — V),

gdzie k i Vj sa dodatnimi statymi.

(a) Wyznacz rownanie opisujace szybkosé zmiany z, czyli dtugosci boku tego
krysztatu.

(b) Zalozmy, ze krysztal wyrasta z bardzo matego "ziarna". Wykaz, ze jego
tempo wzrostu stale spada.

(c) Co sie dzieje z wielkoscig krysztatu po bardzo dlugim czasie?

(d) Jaki jest jego rozmiar (to znaczy, jakie jest z albo V'), gdy ros$nie w
tempie, ktore jest réwne polowie jego poczatkowego tempa wzrostu?

Zadanie 3. (8 punktow)
Niech {B(t),t > 0} bedzie ruchem Browna. Dla 0 < s < ¢, wyznacz
rozktad zmiennej losowej B(s) + B(t).

Zadanie 4:. (8 punktow)



Niech X, Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkta-
dzie geometrycznym. Jest to rozktad z funkcja prawdopodobieristwa qp™, n =
0,1,...(¢q = 1—=pi0 < p < 1), ze érednia p/q i wariancja p/q*. Niech
Z = %(X -Y).

Obliczyé¢ EZ i VarZ.
P

a)
b) P(Z #0) oraz P(Z = 1).



EGZAMIN MAGISTERSKI, 7.07.2022 r.
Matematyka teoretyczna

Zadanie 1 « (8 punktow)
Niech p: R? — R bedzie dane wzorem

p(z,y) =z

Udowodnij, ze p jest funkcja ciggly.

Czy obraz p[U], gdy U jest zbiorem otwartym, musi by¢ otwarty? Od-
powiedz uzasadnij.

Podaj przyklad domknigtego zbioru D C R? takiego, ze jego obraz p[D]
nie jest domkniety.

Pokaz, ze jezeli D C R? jest domkniety i ograniczony, to jego obraz
p[D] jest domkniety.

Zadanie 2. (8 punktow)

(a)(1pkt) Podaj definicje komutanta grupy G, oznaczanego przez G'.
(b)(3pkt) Udowodnij, ze GL,(K) C SL,(K) dla kazdego n € N5y i dowol-
nego cial,a K.

(c)(4pkt) Niech n € Nyg. Wyznacz S/, podajac pelne uzasadnienie.

Zadanie 3. (8 punktow)
Rozwazmy przestrzenie X = L*(—=1,1),Y = L} (-1,1), Y. ={f €Y
f(z) = f(—x) p.w.} oraz funkcjonat:

1
L) = [ fa)ed.
-1
1. Uzasadnij, ze L, : X — C zadane przez L,(f) = L(f) jest ciaglym
funkcjonalem liniowym i znajdz jego norme.

2. Uzasadnij, ze L, : Y — C zadane przez Ly(f) = L(f) jest ciaglym
funkcjonatem liniowym i znajdz jego norme.



3. Uzasadnij, ze L. : Y. — C zadane przez L.(f) = L(f) jest ciaglym
funkcjonatem liniowym i znajdz jego norme.

4. Czy L, jest rozszerzeniem L. zachowujacym norme? Jesli nie, to znajdz
rozszerzenie Lq : Y — C operatora L., takie ze ||Lqlly+ = || Lel| (vo)+-

Zadanie 4:. (8 punktow)



EGZAMIN MAGISTERSKI, 7.07.2022 r.
Analiza danych

Zadanie 1 « (8 punktow)

1. Rozwazmy nastepujacy ukryty model Markowa:
(Ukryte) stany: S = {0, 1}. Macierz prawdopodobienistw przejs¢ miedzy
stanami jest nastepujaca:

0.5 0.5
A= { 0.8 0.2 } '

Zbior obserwacji: V = {a, b}. Prawdopodobieristwa obserwacji bedac w
kazdym ze stanéw s € S:
P(Ot == CL‘Xt == O) =0.6 P(Ot == b|Xt == 0) == 04

P(Ot == CL‘Xt - 1) =0.5 P(Ot = b|Xt == 1) =0.5
Znamy roéwniez rozktad poczatkowy tancucha:
P(X; =0) = 0.5, P(X; = 1) = 0.5. Uzywajac procedury forward
policz prawdopodobienstwo zaobserwowania b w chwili 1 oraz b w chwili
2 (tJ 01 = b, O9 = b)

Zadanie 2. (8 punktow)

Sformutuj problem testowania dla dwoch (wektoréw) srednich. Podaj po-
staé statystyki testowej. Jaki jest jej rozktad przy hipotezie zerowej? Odpo-
wiedZ uzasadnij.

Zadanie 3. (8 punktow)

Zmienna losowa X ma rozklad o gestosci f. Na podstawie jednej obser-
wacji weryfikujemy

Hy: f(z)=1(0<x <1) przeciwko H;: f(z) =610 <z <1).
Wyznacz moc testu jednostajnie najmocniejszego na poziomie istotnosci a =

0.1.

Zadanie 4:. (8 punktow)



Niech X, Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkta-
dzie geometrycznym. Jest to rozktad z funkcja prawdopodobieristwa qp™, n =
0,1,...(¢q = 1—=pi0 < p < 1), ze érednia p/q i wariancja p/q*. Niech
Z = %(X -Y).

Obliczyé¢ EZ i VarZ.
P

a)
b) P(Z #0) oraz P(Z = 1).



