
EGZAMIN MAGISTERSKI, 24.02.2022 r.
Matematyka w ekonomii

Zadanie 1. (8 punktów)
Zakªadamy, »e zmienna obja±niana Y mo»e by¢ opisana przez siedem

zmiennych obja±niaj¡cychX1, X2, . . . , X7. Jednocze±nie wiadomo, »e zmien-
ne Xi, i = 1, 2, . . . , 7, zwi¡zane s¡ zale»no±ciami:

X1

2X2

= 1, X1 +X4 = 1,
X2

X5

= X4, X6 = 3X7 − 4.

Których z podanych modeli nie mo»na estymowa¢ za pomoc¡ klasycznej me-
tody najmniejszych kwadratów i dlaczego?

(i) Y = α0 + α1X1 + α2X2 + α3X3 + α6X6 + ε,

(ii) Y = α1X1 + α3X3 + α7X7 + ε,

(iii) Y = α0 + α1X1 + α4X4 + α5X5 + ε.

Zadanie 2. (8 punktów)
Niech X1, . . . , Xn b�ed�a niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadzie

N(µ, σ2). Wyznacz estymator najwi�ekszej wiarogodno±ci parametru µ oraz
parametru σ8.

Zadanie 3. (8 punktów)
Zaªó»my, »e roczne zyski �rmy bukmacherskiej �Oszust� s¡ dobrze opisane

modelem AR(2) postaci:

Xt =
1

4
Xt−1 +

1

2
Xt−2 +Wt,

gdzie {Wt} to ci¡g i.i.d zmiennych losowych o rozkªadzie N(0, 2).
Z raportów wiemy, »e zyski w latach 2019, 2020, 2021 wyniosªy odpowiednio
8 milionów, 11 milionów i 10 milionów. Wyznacz prognoz¦ liniow¡ dla zysków
�rmy w roku 2022 i podaj jej warto±¢.

Zadanie 4. (8 punktów)



Niech X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych loso-
wych, X1, . . . , Xn niezale»ne o jednakowym rozkªadzie EXi = µ, VarXi =
σ2 < ∞, Y1, . . . , Yn niezale»ne o jednakowym rozkªadzie EYi = 0, VarYi =
2σ2. Policzy¢ granic¦

lim
n→∞

P(
n∑
j=1

Xj +
n∑
j=1

Yj > nµ+ σ
√
3nx).

Dla jakiego x granica równa si¦ 1
2
?



EGZAMIN MAGISTERSKI, 24.02.2022 r.
Analiza danych

Zadanie 1. (8 punktów)
Rozwa»my uporz�adkowany wektor p-warto±ci

0.0003, 0.0013, 0.0082, 0.0095, 0.0228, 0.0259, 0.2254, 0.2710,

0.3552, 0.4521, 0.5468, 0.6306, 0.6391, 0.7310, 0.8565 .

Ile hipotez zostanie odrzuconych za pomoc�a:

a) Procedury Holma z nominalnym poziomem FWER α = 0.2, (3pt)

b) Procedury Benjaminiego Hochberga z nominalnym poziomem FDR q =
0.2 (3pt) ?

Wektor indykatorów faªszywych hipotez przyjmuje posta¢

1, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0 .

Wyznacz proporcj�e faªszywych odkry¢ (FDP) dla zastosowanej procedury
Benjaminiego-Hochberga. (2pt)

Zadanie 2. (8 punktów)
G�esto±¢ rozkªadu wektora losowego XXX = (X1, X2) ma posta¢

f(x1, x2) =
3

4
x
−1/2
1 1(0 < x1 < x2 < 1).

Oblicz: P (X1 < 0, 25), P (X2 < 0, 25) oraz P (X2 < 0, 25|X1 < 0, 25).

Zadanie 3. (8 punktów)
Niech XXX = (X1, . . . , Xn) b�edzie prób�a z rozkªadu dwupunktowego b(1, p),

p ∈ (0, 1). Wyznacz estymator minimaksowy parametru p przy funkcji straty
L(p, a) = (p− a)2. Oblicz jego ryzyko.

Zadanie 4. (8 punktów)
Niech X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych loso-

wych, X1, . . . , Xn niezale»ne o jednakowym rozkªadzie EXi = µ, VarXi =



σ2 < ∞, Y1, . . . , Yn niezale»ne o jednakowym rozkªadzie EYi = 0, VarYi =
2σ2. Policzy¢ granic¦

lim
n→∞

P(
n∑
j=1

Xj +
n∑
j=1

Yj > nµ+ σ
√
3nx).

Dla jakiego x granica równa si¦ 1
2
?



EGZAMIN MAGISTERSKI, 24.02.2022 r.
Aktuarialno-�nansowa

Zadanie 1. (8 punktów)
Niech {W (t) := B(t)− ct; t ≥ 0}, gdzie {B(t); t ≥ 0} jest standardowym

ruchem Browna oraz c > 0. Znale¹¢ wszystkie θ ∈ R, dla których proces

M(t) := eθW (t), t ≥ 0

jest martyngaªem. Odpowied¹ uzasadni¢.

Zadanie 2. (8 punktów)
Niech X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych loso-

wych, X1, . . . , Xn niezale»ne o jednakowym rozkªadzie EXi = µ, VarXi =
σ2 < ∞, Y1, . . . , Yn niezale»ne o jednakowym rozkªadzie EYi = 0, VarYi =
2σ2. Policzy¢ granic¦

lim
n→∞

P(
n∑
j=1

Xj +
n∑
j=1

Yj > nµ+ σ
√
3nx).

Dla jakiego x granica równa si¦ 1
2
?

Zadanie 3. (8 punktów)
Rozkªad prawdopodobie«stwa zmiennej X dany jest w tabeli:

x 0 1 2 5 10 20
P (X = x) 0.8 0.1 0.03 0.03 0.03 0.01

Wyznacz d, je±li wiadomo, »e E[Id(X)] = 0.37.( Id(Y ) = (Y − d)+).

Zadanie 4. (8 punktów)
Rozwa» kontrakt forward, w którym jeste± zobowi¡zana(y) do dostar-

czenia 1 USD w chwili T w zamian za pªatn¡ w momencie dostawy kwot¦
F zªotych. Staªa ci¡gªa stopa wolna od ryzyka wynosi r dla PLN oraz rf
dla USD. Niech V (S, t) oznacza woln¡ od arbitra»u warto±¢ twojej pozycji
w chwili t ∈ [0, T ] w zale»no±ci od bie»¡cej ceny aktywa S, oznaczaj¡cego
warto±¢ 1 USD w PLN.



1. Wyznacz warto±¢ V (S, t).

2. Sprawd¹, »e wyprowadzony przez Ciebie wzór speªnia odpowiedni¡ wer-
sj¦ ró»niczkowego równania Blacka-Scholesa.


