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Matematyka w ekonomii

Zadanie 1. (8 punktów)
Dla dwóch modeli regresji:

(a) loge Y = α + β logeX + ε,

(b) log10 Y = α + β log10X + ε,

dokonano estymacji parametrów β i α metod¡ najmniejszych kwadratów.

(i) Czy otrzymane w ten sposób estymatory parametrów β s¡ dla obu modeli
takie same?

(ii) Czy otrzymane w ten sposób estymatory parametrów α s¡ dla obu mo-
deli takie same?

Zadanie 2. (8 punktów)

1. Niech X1, . . . , Xn b¦dzie prób¡ losow¡ z rozkªadu normalnego N(θ, σ2),
θ ∈ R, σ > 0, o g¦sto±ci

fθ,σ(x) =
1

σ
√

2π
e

−(x−θ)2

2σ2 , gdzie θ jest znane

oraz niech X̄ = X1+···+Xn
n

i S2 = 1
n−1

∑n
i=1(Xi − X̄)2.

Zadania

(a) poka», »e rozkªad S2 nie zale»y od parametru θ;

(b) poka», »e S2 jest estymatorem nieobci¡»onym parametru σ2;

(c) znajd¹ estymator najwi¦kszej wiarygodno±ci parametru σ2.

Zadanie 3. (8 punktów)
Rozpatrzmy szereg czasowy postaci

Xt = φXt−1 +Wt, t ∈ Z,
gdzie φ 6= 1 oraz {Wt, t ∈ Z} s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªa-
dzie N(0, σ2).



(i) Wyznacz funkcj¦ autokorelacji procesu {Xt}.

(ii) Zakªadaj¡c, »e obserwujemy X1 oraz X3, wyznacz na podstawie tych
obserwacji najlepsz¡, w sensie ±redniokwadratowym, liniow¡ prognoz¦
X2.

Zadanie 4. (8 punktów)
Niech U1, . . . , Un b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o jed-

nakowym rozkªadzie jednostajnym U(0, 1) na (0, 1). Policzy¢

lim
n→∞

P(
n∑
j=1

Uj >
n

2
+

√
n

12
).
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Matematyka teoretyczna

Zadanie 1. (8 punktów)
Funkcj¦ borelowsk¡ f : R→ R nazywamy funkcj¡ prost¡, je»eli ma sko«-

czenie wiele warto±ci.

• Podaj przykªad funkcji prostej f takiej, »e∫
f dλ = 2

√
π.

• Poka», »e ka»da funkcja prosta jest ograniczona.

• Poka», »e ka»da funkcja prosta jest postaci

f(x) =
∑
i≤n

aiχAi(x)

dla pewnego n ∈ N, ci¡gu (ai)i≤n liczb rzeczywistych i ci¡gu (Ai)i≤n
zbiorów borelowskich.

• Poka», »e w poprzednim podpunkcie mo»na zaªo»y¢, »e ci¡g (Ai) jest
wst¦puj¡cy.

Powy»ej λ oznacza miar¦ Lebesgue'a, a χB : R→ {0, 1} jest funkcj¡ cha-
rakterystyczn¡ zbioru B, tzn. χB(x) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy x ∈ B.

Zadanie 2. (8 punktów)

(a) (1pkt) Poda¢ de�nicj¦ dziaªania grupy na zbiorze.

(b) (4pkt) Uzasadni¢, »e wzór (a, b)∗(x, y) := (ax, by) zadaje dziaªanie gru-
py {−1, 1}× {−1, 1} na zbiorze R2, gdzie operacja grupowa w {−1, 1}
to zwykªe mno»enie. Wyznaczy¢ orbit¦ elementu (3, 2) oraz jego stabi-
lizator.

(c) (3pkt) NiechG b¦dzie podgrup¡ grupy S9 generowan¡ przez permutacj¦

τ :=

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
9 4 3 5 7 6 2 1 8

)
.



Grupa G dziaªa naturalnie na zbiorze {1, . . . , 9} przez σ ∗ n := σ(n).
Wyznaczy¢ orbit¦ elementu 1 oraz jego stabilizator.

Zadanie 3. (8 punktów)
Zakªadamy, »e u0 ∈ C

(
[a, b]

)
oraz K ∈ C

(
[a, b] × [a, b]

)
. Przy jakich

zaªo»eniach na λ ∈ R równanie caªkowe

u(x) = u0(x) + λ

∫ b

a

K(x, y) sin(u(y)) dy

ma jednoznaczne rozwi¡zanie u ∈ C
(
[a, b]

)
.

Zadanie 4. (8 punktów)
Niech X b¦dzie zamkni¦t¡, orientowaln¡ powierzchni¡ rodzaju (genusu)

3 z usuni¦tym (maªym, wªo»onym) dyskiem. Oblicz homologie Hn(X) prze-
strzeni X (o wspóªczynnikach caªkowitych).
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Analiza danych

Zadanie 1. (8 punktów)

1. Dana jest macierz

Z =


2 0 0
0 2 1
0 1 2
0 0 0


Dokonaj rozkªadu SVD (Singular Value Decomposition) tej macierzy,
tj. wska»/wylicz macierze U (rozmiaru 4 × 3), macierz Λ (rozmiaru
3× 3) oraz macierz V (rozmiaru 3× 3) takie, »e

Z = UΛ
1
2 VT ,

oraz

• U ma ortogonalne kolumny,

• V ma ortonormalne kolumny,

• Λ jest macierz¡ diagonaln¡ z nieujemnymi warto±ciami na prze-
k¡tnej.

(Uwaga: dla macierzy diagonalnej Λ z nieujemnymi warto±ciami na

przek¡tnej ai ≥ 0 przez Λ
1
2 rozumiemy macierz diagonaln¡ z elementa-

mi
√
ai na przek¡tnej).

Zadanie 2. (8 punktów)
NiechXXX1, . . . ,XXXN b�edzie prób�a z rozkªaduNn(µµµ,ΣΣΣ), gdzie |ΣΣΣ| > 0,N > n,

a macierz kowariancji nie jest znana. Rozwa»amy problem testowania H0 :
µµµ = µµµ0 przeciwko H1 : µµµ 6= µµµ0 na poziomie istotno±ci α. Podaj posta¢ sta-
tystyki testowej w powy»szym zagadnieniu. Jaki jest jej rozkªad przy H0?
Odpowied¹ uzasadnij.

Zadanie 3. (8 punktów)



Niech X1, ..., Xn b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadzie
N(µ, 1). Wyznacz test jednostajnie najmocniejszy w problemie testowania

H0 : µ = 0;
H1 : µ < 0,

na poziomie istotno±ci α = 0.05.

Zadanie 4. (8 punktów)
Niech U1, . . . , Un b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o jed-

nakowym rozkªadzie jednostajnym U(0, 1) na (0, 1). Policzy¢

lim
n→∞

P(
n∑
j=1

Uj >
n

2
+

√
n

12
).


