EGZAMIN MAGISTERSKI, 13.09.2021 r.
Matematyka w ekonomii

Zadanie 1 « (8 punktow)
Dla dwoéch modeli regres;ji:

(a) log, Y = a+ flog, X +e¢,
(b) log,p Y = a+ Blogyy X + ¢,
dokonano estymacji parametréow i a metoda najmniejszych kwadratow.

(i) Czy otrzymane w ten sposob estymatory parametrow [ sa dla obu modeli
takie same?

(ii) Czy otrzymane w ten sposob estymatory parametréow « sa dla obu mo-
deli takie same?

Zadanie 2. (8 punktow)

1. Niech X;,..., X, bedzie proba losowa z rozkladu normalnego N (6, o?),
0 e R, o >0, o gestosci

1 —(z—0)?
()= e 202 , gdzie # jest znane
f@, ( ) O'\/% g J
oraz niech X = XtotXn § 62 — LS (X, — X)2,

Zadania

(a) pokaz, ze rozktad S? nie zalezy od parametru 6;
(b) pokaz, ze S? jest estymatorem nieobcigzonym parametru o?;

(¢) znajdz estymator najwickszej wiarygodnosci parametru o.

Zadanie 3. (8 punktow)
Rozpatrzmy szereg czasowy postaci

X=Xy + W, t € Z,
gdzie ¢ # 1 oraz {W,, t € Z} sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkla-
dzie N(0,0?%).



(i) Wyznacz funkcje autokorelacji procesu {X;}.

(ii) Zakladajac, ze obserwujemy X; oraz X3, wyznacz na podstawie tych
obserwacji najlepsza, w sensie Sredniokwadratowym, liniowa prognoze
Xo.

Zadanie 4:. (8 punktow)
Niech Uy, ..., U, bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jed-
nakowym rozkladzie jednostajnym (0, 1) na (0,1). Policzy¢

n

. = n
B PR > 5+ )



EGZAMIN MAGISTERSKI, 13.09.2021 r.
Matematyka teoretyczna

Zadanie 1 « (8 punktow)
Funkcje borelowska f: R — R nazywamy funkcja prosta, jezeli ma skon-
czenie wiele wartosci.

e Podaj przyktad funkcji prostej f takiej, ze
/ fdx=2y/7.

e Pokaz, ze kazda funkcja prosta jest ograniczona.

e Pokaz, ze kazda funkcja prosta jest postaci
f(l’) - Z a’iXAi(‘r)
i<n
dla pewnego n € N, ciagu (a;)i<, liczb rzeczywistych i ciagu (A;)i<n
zbioréw borelowskich.

e Pokaz, 7e w poprzednim podpunkcie mozna zalozyé, ze ciag (A;) jest
wstepujacy.
Powyzej A oznacza miare Lebesgue’a, a xg: R — {0, 1} jest funkcja cha-

rakterystyczna zbioru B, tzn. yp(z) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy = € B.

Zadanie 2. (8 punktow)

(a) (1pkt) Poda¢ definicje dziatania grupy na zbiorze.

(b) (4pkt) Uzasadnié¢, ze wzor (a, b)*(x,y) := (az, by) zadaje dziatanie gru-
py {—1,1} x {—1,1} na zbiorze R?, gdzie operacja grupowa w {—1,1}
to zwykle mnozenie. Wyznaczy¢ orbite elementu (3,2) oraz jego stabi-
lizator.

(c) (3pkt) Niech G bedzie podgrupa grupy Sy generowang przez permutacje

/123456789
T\l943576218)"



Grupa G dziala naturalnie na zbiorze {1,...,9} przez o x n := o(n).
Wyznaczy¢ orbite elementu 1 oraz jego stabilizator.

Zadanie 3. (8 punktow)
Zakladamy, ze ug € C’([a,b}) oraz K € C’([a, b x la, b]) Przy jakich
zatozeniach na A\ € R rownanie catkowe

b
ul(e) = uo(z) + A / K (z, y) sin(u(y)) dy

ma jednoznaczne rozwigzanie u € C([a, b]).

Zadanie 4. (8 punktow)

Niech X bedzie zamknieta, orientowalna powierzchnia rodzaju (genusu)
3 z usunietym (malym, wlozonym) dyskiem. Oblicz homologie H,(X) prze-
strzeni X (o wspotczynnikach catkowitych).



EGZAMIN MAGISTERSKI, 13.09.2021 r.
Analiza danych

Zadanie 1 « (8 punktow)

1. Dana jest macierz

S OO N
O = NN O
SN = O

Dokonaj rozktadu SVD (Singular Value Decomposition) tej macierzy,
tj. wskaz/wylicz macierze U (rozmiaru 4 x 3), macierz A (rozmiaru
3 x 3) oraz macierz V (rozmiaru 3 x 3) takie, ze

7 = UA:zVT,

oraz

e U ma ortogonalne kolumny,
e V ma ortonormalne kolumny,

e A jest macierza diagonalng z nieujemnymi wartosciami na prze-
katnej.

(Uwaga: dla macierzy diagonalnej A z nieujemnymi warto$ciami na
przekatnej a; > 0 przez Az rozumiemy macierz diagonalng z elementa-
mi \/a; na przekatnej).

Zadanie 2. (8 punktow)

Niech X, ..., Xy bedzie proba z rozktadu N, (u, ¥), gdzie |X| > 0, N > n,
a macierz kowariancji nie jest znana. Rozwazamy problem testowania Hj :
W = po przeciwko Hy : p # py na poziomie istotnoséci a. Podaj postaé sta-
tystyki testowej w powyzszym zagadnieniu. Jaki jest jej rozktad przy Hy?
Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 3. (8 punktow)



Niech Xi,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie
N(p,1). Wyznacz test jednostajnie najmocniejszy w problemie testowania
Hy:p=0;
Hy:p <0,
na poziomie istotnosci a = 0.05.

Zadanie 4:. (8 punktow)
Niech Uy, ..., U, bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o jed-
nakowym rozktadzie jednostajnym U(0, 1) na (0, 1). Policzy¢
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