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Nauczycielska

Zadanie 1. (8 punktów)
Niech X b¦dzie odcinkiem [0, 1], a Y okr¦giem jednostkowym (obydwie

przestrzenie rozwa»amy wyposa»one w metryk¦ euklidesow¡).
1) Wska» funkcj¦ ci¡gª¡ z X na Y .
2) Wska» funkcj¦ ci¡gª¡ z Y na X.
3) Poka», »e X i Y nie s¡ homeomor�czne.
4) Czy istnieje ci¡gªa bijekcja z X na Y ? Odpowied¹ uzasadnij.

Zadanie 2. (8 punktów)
Oblicz
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Czy jest to liczba wymierna? Czy jest to liczba algebraiczna? Odpowiedzi
uzasadnij.

Zadanie 3. (8 punktów)
Dany jest czworo±cian foremny o kraw¦dziach dªugo±ci a. Oblicz wysoko±¢

tego czworo±cianu, oraz rozstrzygnij, wraz z uzasadnieniem, czy miara k¡ta
dwu±ciennego w tym czworo±cianie jest mniejsza czy wi¦ksza ni» 60◦, czyli
π/3.

Zadanie 4. (8 punktów)
Dla

X =
{
∅, {∅}, {∅, {∅}}

}



znajd¹ zbiór pot¦gowy P(X) oraz cz¦±¢ wspóln¡ X ∩ P(X).
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Matematyka teoretyczna

Zadanie 1. (8 punktów)

Niech X b¦dzie odcinkiem [0, 1], a Y okr¦giem jednostkowym (obydwie
przestrzenie rozwa»amy wyposa»one w metryk¦ euklidesow¡).

1) Wska» funkcj¦ ci¡gª¡ z X na Y .

2) Wska» funkcj¦ ci¡gª¡ z Y na X.

3) Poka», »e X i Y nie s¡ homeomor�czne.

4) Czy istnieje ci¡gªa bijekcja z X na Y ? Odpowied¹ uzasadnij.

Zadanie 2. (8 punktów)

Niech V b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ liniow¡ a End(V )
oznacza pier±cie« endomor�zmów przestrzeni V . Zaªó»my, »e T ∈ End(V )
jest idempotentem, tzn. T 2 = T .

(a)(3pkt) Dowie±¢, »e V = Im(T )⊕Ker(T ) oraz T (v+w) = v dla dowolnego
v ∈ Im(T ) i w ∈ Ker(T ).
(b)(2pkt) Czy T jest diagonalizowalny? Odpowied¹ uzasadni¢.
(c)(3pkt) Poda¢ przykªady trzech ró»nych idempotentów w End(R2).

Zadanie 3. (8 punktów)

Rozwa»my R2 z norm¡ ‖(x, y)‖p = (|x|p + |y|p)1/p dla 1 ≤ p < ∞ lub z
norm¡ ‖(x, y)‖∞ = max(|x|, |y|) gdy p =∞. Na podprzestrzeni Y = {(x, y) ∈
R2 : y = 0} dany jest funkcjonaª φ : Y → R zde�niowany wzorem φ(x, y) =
x.

Przypomnijmy, »e rozszerzeniem Hahna-Banacha funkcjonaªu φ jest funk-
cjonaª φ̃ na R2, który zgadza si¦ z φ na Y oraz ‖φ‖ = ‖φ̃‖.

1. (2 pkt.) Udowodnij, »e dla p ∈ (1,∞) funkcjonaª φ ma jedyne roz-
szerzenie Hahna-Banacha (za rozwi¡zanie dla p = 2 otrzymasz poªow¦
punktów).

2. (2 pkt.)Udowodnij, »e dla p =∞ funkcjonaª φ ma jedyne rozszerzenie
Hahna-Banacha.



3. (2 pkt.)Znajd¹ wszystkie rozszerzenia Hahna-Banacha funkcjonaªu φ
gdy p = 1.

4. (2 pkt.)Czy dla p =∞ istnieje jednowymiarowa podprzestrze« Z prze-
strzeni R2 oraz funkcjonaª ψ : Z → R, który ma wi¦cej ni» jedno
przedªu»enie Hahna-Banacha? Je±li tak, podaj przykªad ψ.

Zadanie 4. (8 punktów)
Udowodnij, »e Gδ podzbiór prostej rzeczywistej, który jest g¦sty i ma

g¦ste dopeªnienie, jest homemor�czny z przestrzeni¡ liczb niewymiernych.
Poka», »e nie mo»na zast¡pi¢ prostej przez pªaszczyzn¦.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 30.06.2021 r.
Matematyka teoretyczna

Zadanie 1. (8 punktów)

Niech X b¦dzie odcinkiem [0, 1], a Y okr¦giem jednostkowym (obydwie
przestrzenie rozwa»amy wyposa»one w metryk¦ euklidesow¡).

1) Wska» funkcj¦ ci¡gª¡ z X na Y .

2) Wska» funkcj¦ ci¡gª¡ z Y na X.

3) Poka», »e X i Y nie s¡ homeomor�czne.

4) Czy istnieje ci¡gªa bijekcja z X na Y ? Odpowied¹ uzasadnij.

Zadanie 2. (8 punktów)

Niech V b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ liniow¡ a End(V )
oznacza pier±cie« endomor�zmów przestrzeni V . Zaªó»my, »e T ∈ End(V )
jest idempotentem, tzn. T 2 = T .

(a)(3pkt) Dowie±¢, »e V = Im(T )⊕Ker(T ) oraz T (v+w) = v dla dowolnego
v ∈ Im(T ) i w ∈ Ker(T ).
(b)(2pkt) Czy T jest diagonalizowalny? Odpowied¹ uzasadni¢.
(c)(3pkt) Poda¢ przykªady trzech ró»nych idempotentów w End(R2).

Zadanie 3. (8 punktów)

Rozwa»my R2 z norm¡ ‖(x, y)‖p = (|x|p + |y|p)1/p dla 1 ≤ p < ∞ lub z
norm¡ ‖(x, y)‖∞ = max(|x|, |y|) gdy p =∞. Na podprzestrzeni Y = {(x, y) ∈
R2 : y = 0} dany jest funkcjonaª φ : Y → R zde�niowany wzorem φ(x, y) =
x.

Przypomnijmy, »e rozszerzeniem Hahna-Banacha funkcjonaªu φ jest funk-
cjonaª φ̃ na R2, który zgadza si¦ z φ na Y oraz ‖φ‖ = ‖φ̃‖.

1. (2 pkt.) Udowodnij, »e dla p ∈ (1,∞) funkcjonaª φ ma jedyne roz-
szerzenie Hahna-Banacha (za rozwi¡zanie dla p = 2 otrzymasz poªow¦
punktów).

2. (2 pkt.)Udowodnij, »e dla p =∞ funkcjonaª φ ma jedyne rozszerzenie
Hahna-Banacha.



3. (2 pkt.)Znajd¹ wszystkie rozszerzenia Hahna-Banacha funkcjonaªu φ
gdy p = 1.

4. (2 pkt.)Czy dla p =∞ istnieje jednowymiarowa podprzestrze« Z prze-
strzeni R2 oraz funkcjonaª ψ : Z → R, który ma wi¦cej ni» jedno
przedªu»enie Hahna-Banacha? Je±li tak, podaj przykªad ψ.

Zadanie 4. (8 punktów)
Niech Sn b¦dzie prostym symetrycznym spacerem losowym na kracie Z2

(tzn. S0 = (0, 0) i w ka»dym kroku cz¡steczka przemieszcza si¦ do jednego
z s¡siadów z prawdopodobie«stwem 1/4). Oznaczmy przez Dn odlegªo±¢ Sn
od zera.

• Poka», »e D2
n − n jest martyngaªem.

• Niech Tr = inf{n : Dn > r}. Poka», »e Tt <∞ z prawdopodobie«stwem
1.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 30.06.2021 r.
Analiza danych

Zadanie 1. (8 punktów)
Mamy dane 4 punkty z R2 : (−1,−1), (1, 3), (2, 1), (−2,−3). Stosuj¡c al-

gorytm Skªadowych Gªównych (ang. PCA - Principal Component Analysis),
wykonaj redukcj¦ tych punktów do wymiaru 1 (tj. u»ywaj¡c pierwszej skªa-
dowej gªównej). Podaj wspóªrz¦dne tych 4 punktów po takiej redukcji.

Zadanie 2. (8 punktów)
NiechXXX1, . . . ,XXXN b�edzie prób�a z rozkªaduNn(µµµ,ΣΣΣ), gdzie |ΣΣΣ| > 0,N > n,

a macierz kowariancji jest znana. Rozwa»amy problem testowaniaH0 : µµµ = µµµ0
przeciwko H1 : µµµ 6= µµµ0 na poziomie istotno±ci α. Podaj posta¢ statystyki
testowej w powy»szym zagadnieniu. Jaki jest jej rozkªad przyH0? Odpowied¹
uzasadnij.

Zadanie 3. (8 punktów)
Niech X1, ..., Xn b�ed�a niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadzie

N(µ, 1). Wyznacz test ilorazu wiarogodno±ci w problemie testowania
H0 : µ = 0;
H1 : µ 6= 0,

na poziomie istotno±ci α = 0.05.

Zadanie 4. (8 punktów)
Para zmiennych losowych (X, Y ) ma ª¡czny rozkªad zadany nat¦puj¡c¡

tablic¡ funkcji prawdopodobie«stwa p(i, j) = P(X = i, Y = j):

Tabela 1: Funkcja prawdopodobie«stwa p(i, j) ª¡cznego rozkªadu (X, Y )

i\j 0 1 2 3
0 1/8 1/8 1/8 1/8
1 1/8 0 0 0
2 1/8 0 0 0
3 1/8 0 0 1/8



1 Czy zmienne losowe X, Y s¡ niezale»ne. Uzasadnij odpowied¹.

2 Niech Z = min(2, XY ). Obliczy¢ EZ.

3 Rozkªad pary zmiennych losowych (W,V ) ma funkcj¦ prawdopodobie«-
stwa pW,V (i, j) = P(X = i, Y = j|X + Y ≤ 2). Policzy¢ kowariancj¦
cov(W,V ).
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Aktuarialno-�nansowa

Zadanie 1. (8 punktów)
Niech Bt b¦dzie ruchem Browna. Wyznacz g¦sto±¢ warunkow¡ (Bs), 0 ≤

s < 1 pod warunkiem B(1) = 0. Wyznacz E(Bs|B1 = 0).

Zadanie 2. (8 punktów)
Para zmiennych losowych (X, Y ) ma ª¡czny rozkªad zadany nat¦puj¡c¡

tablic¡ funkcji prawdopodobie«stwa p(i, j) = P(X = i, Y = j):

Tabela 2: Funkcja prawdopodobie«stwa p(i, j) ª¡cznego rozkªadu (X, Y )

i\j 0 1 2 3
0 1/8 1/8 1/8 1/8
1 1/8 0 0 0
2 1/8 0 0 0
3 1/8 0 0 1/8

1 Czy zmienne losowe X, Y s¡ niezale»ne. Uzasadnij odpowied¹.

2 Niech Z = min(2, XY ). Obliczy¢ EZ.

3 Rozkªad pary zmiennych losowych (W,V ) ma funkcj¦ prawdopodobie«-
stwa pW,V (i, j) = P(X = i, Y = j|X + Y ≤ 2). Policzy¢ kowariancj¦
cov(W,V ).

Zadanie 3. (8 punktów)
Niezale»ne szkody maj¡ rozkªady P (Xi = k) = exp(−1)/k!, P (Yi = k) =(

4+k
k

)
(1
3
)5(2

3
)k, k = 0, 1, . . .. Niech S = X1 + ...+X500 +Y1 + ...+Y500. Skªadka

pobierana od szkody S jest postaci (1+θ)ES, dla pewnej staªej θ > 0.Wylicz
warto±¢ tej staªej, aby szansa, »e zebrana skªadka od wszystkich 1000 szkód
pokryje szkod¦ wynosiªa 0.95.



Zadanie 4. (8 punktów)
Rozwa»my kontrakt forward oraz opcje (europejskie waniliowe) call i put

na to samo aktywo bazowe XYZ (akcj¦ niewypªacaj¡c¡ dywidend) oraz z
tak¡ sam¡ zapadalno±ci¡ T lat. Ceny wykonania obu opcji s¡ równe 110
zª. Dzisiejsza cena akcji XYZ wynosi 100 zª, natomiast jej cena forward w
rozwa»anym kontrakcie (czyli cena, któr¡ trzeba b¦dzie zapªaci¢ w przyszªo±ci
w momencie dostawy akcji) to 125 zª. Dodatkowo wiemy, »e cena opcji put
wynosi 22 zª. Inwestor chce zbudowa¢ portfel skªadaj¡cy si¦ z obu tych opcji
(tj. 1 call i 1 put, obie opcje w pozycji dªugiej). Ile b¦dzie musiaª zapªaci¢
za taki portfel, je±li na rynku nie ma arbitra»u? Narysuj te» payo� z tego
portfela (jako funkcj¦ zale»n¡ od warto±ci akcji XYZ w chwili wykonania
opcji).
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Matematyka stosowana

Zadanie 1. (8 punktów)
Rozwa»amy równanie dyfuzji

ut = uxx

na odcinku (0, 1) z warunkiem brzegowym u(0, t) = u(1, t) = 0 i warunkiem
pocz¡tkowym u(x, 0) = x(1− x).

Udowodni¢, »e:
1. istnieje rozwi¡zanie tego zagadnienia;
2. jest ono dokªadnie jedno;
3. jest ono nieujemne;
4. zbiega do zera, gdy czas zbiega do niesko«czono±ci.

Zadanie 2. (8 punktów)
Rozpatrzmy reakcj¦ biochemiczn¡, w której substancja S jest zarówno

produkowana, jak i konsumowana. Niech c(t) oznacza st¦»enie substancji
S w chwili t. Zakªadamy, »e zmiany c(t) podczas reakcji opisane s¡ przez
równanie

dc

dt
= Kmax

c

k + c
− rc,

gdzie Kmax, k i r s¡ dodatnimi staªymi. Pierwszy wyraz ró»nicy opisuje,
zale»n¡ od st¦»enia, produkcj¦ substancji S natomiast drugi wyraz opisuje
konsumpcj¦.

(i) Jakie jest maksymalne tempo produkcji substancji?

(ii) Je±li produkcja zostanie zatrzymana, substancja jest nadal konsumowa-
na. Ile w tej sytuacji upªynie jednostek czasu zanim st¦»enie spadnie o
50%?

(iii) Przy jakiej warto±ci st¦»enia tempo produkcji jest równowa»one przez
konsumpcj¦?

Zadanie 3. (8 punktów)



Rozpatrzmy rzuty symetryczn¡ kostk¡ i umówmy si¦, »e Xn = j, je»eli j
jest najwi¦ksz¡ liczb¡ oczek, wyrzuconych w pierwszych n rzutach.

(i) Czy {Xn} jest jednorodnym ªa«cuchem Markowa?

(ii) Je»eli tak, to wyznacz jego macierz prawdopodobie«stw przej±¢ w jed-
nym kroku.

(iii) Czy istnieje rozkªad stacjonarny dla tego ªa«cucha? Je±li tak to jaka
jest jego posta¢.

Zadanie 4. (8 punktów)
Para zmiennych losowych (X, Y ) ma ª¡czny rozkªad zadany nat¦puj¡c¡

tablic¡ funkcji prawdopodobie«stwa p(i, j) = P(X = i, Y = j):

Tabela 3: Funkcja prawdopodobie«stwa p(i, j) ª¡cznego rozkªadu (X, Y )

i\j 0 1 2 3
0 1/8 1/8 1/8 1/8
1 1/8 0 0 0
2 1/8 0 0 0
3 1/8 0 0 1/8

1 Czy zmienne losowe X, Y s¡ niezale»ne. Uzasadnij odpowied¹.

2 Niech Z = min(2, XY ). Obliczy¢ EZ.

3 Rozkªad pary zmiennych losowych (W,V ) ma funkcj¦ prawdopodobie«-
stwa pW,V (i, j) = P(X = i, Y = j|X + Y ≤ 2). Policzy¢ kowariancj¦
cov(W,V ).


