EGZAMIN MAGISTERSKI, 30.06.2021 r.
Nauczycielska

Zadanie ]_ . (8 punktow)

Niech X bedzie odcinkiem [0,1], a Y okregiem jednostkowym (obydwie
przestrzenie rozwazamy wyposazone w metryke euklidesowa).

1) Wskaz funkcje ciagla z X na Y.

2) Wskaz funkcje ciagla z Y na X.

3) Pokaz, ze X i Y nie sa homeomorficzne.

4) Czy istnieje ciagta bijekcja z X na Y7 OdpowiedZ uzasadnij.

Zadanie 2. (8 punktow)
Oblicz

1+
2+

3+

1+
2+
3+

1+...
Czy jest to liczba wymierna? Czy jest to liczba algebraiczna? Odpowiedzi
uzasadnij.

Zadanie 3. (8 punktow)

Dany jest czworoscian foremny o krawedziach dlugosci a. Oblicz wysokosé
tego czworoScianu, oraz rozstrzygnij, wraz z uzasadnieniem, czy miara kata
dwusciennego w tym czworoscianie jest mniejsza czy wieksza niz 60°, czyli

/3.

Zadanie 4:. (8 punktow)

Dla
X = {0.{0},{0,{0}}}



znajdz zbior potegowy P(X) oraz czes¢ wspolng X NP(X).



EGZAMIN MAGISTERSKI, 30.06.2021 r.
Matematyka teoretyczna

Zadanie ]_ . (8 punktow)

Niech X bedzie odcinkiem [0,1], a Y okregiem jednostkowym (obydwie
przestrzenie rozwazamy wyposazone w metryke euklidesows).

1) Wskaz funkcje ciagta z X na Y.

2) Wskaz funkcje ciagla z Y na X.

3) Pokaz, ze X 1 Y nie sa homeomorficzne.

4) Czy istnieje ciagta bijekcja z X na Y7 OdpowiedZ uzasadnij.

Zadanie 2. (8 punktow)

Niech V' bedzie skonczenie wymiarows przestrzenia liniowa a End(V)
oznacza piersciefi endomorfizmow przestrzeni V. Zatozmy, ze T € End(V)
jest idempotentem, tzn. 7% = T.

(a)(3pkt) Dowies¢, ze V = Im(T) @ Ker(T') oraz T'(v+w) = v dla dowolnego
velIm(T)iwe Ker(T).

(b)(2pkt) Czy T jest diagonalizowalny? Odpowiedz uzasadnic.

(¢)(3pkt) Poda¢ przyklady trzech roznych idempotentow w End(R?).

Zadanie 3. (8 punktow)

Rozwazmy R? z norma ||(z,9)], = (|z? + [y|P)"/? dla 1 < p < oo lub z
norma ||(z, y)||« = max(|z|,|y|) gdy p = co. Na podprzestrzeni Y = {(z,y) €
R? : y =0} dany jest funkcjonal ¢ : Y — R zdefiniowany wzorem ¢(z,y) =
x.

Przypomnijmy, ze rozszerzeniem Hahna-Banacha funkcjonatu ¢ jest funk-
cjonal ¢ na R2, ktory zgadza sie z ¢ na Y oraz ||¢|| = ||@].

1. (2 pkt.) Udowodnij, ze dla p € (1,00) funkcjonal ¢ ma jedyne roz-
szerzenie Hahna-Banacha (za rozwiazanie dla p = 2 otrzymasz potowe
punktow).

2. (2 pkt.)Udowodnij, ze dla p = oo funkcjonal ¢ ma jedyne rozszerzenie
Hahna-Banacha.



3. (2 pkt.)Znajdz wszystkie rozszerzenia Hahna-Banacha funkcjonatu ¢
gdy p=1.

4. (2 pkt.)Czy dla p = oo istnieje jednowymiarowa podprzestrzen Z prze-
strzeni R? oraz funkcjonal ¢ : Z — R, ktéry ma wiecej niz jedno
przedtuzenie Hahna-Banacha? Jedli tak, podaj przyktad .

Zadanie 4. (8 punktow)

Udowodnij, ze G5 podzbiér prostej rzeczywistej, ktory jest gesty i ma
geste dopelnienie, jest homemorficzny z przestrzenia liczb niewymiernych.
Pokaz, ze nie mozna zastapi¢ prostej przez plaszczyzne.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 30.06.2021 r.
Matematyka teoretyczna

Zadanie ]_ . (8 punktow)

Niech X bedzie odcinkiem [0,1], a Y okregiem jednostkowym (obydwie
przestrzenie rozwazamy wyposazone w metryke euklidesows).

1) Wskaz funkcje ciagta z X na Y.

2) Wskaz funkcje ciagla z Y na X.

3) Pokaz, ze X 1 Y nie sa homeomorficzne.

4) Czy istnieje ciagta bijekcja z X na Y7 OdpowiedZ uzasadnij.

Zadanie 2. (8 punktow)

Niech V' bedzie skonczenie wymiarows przestrzenia liniowa a End(V)
oznacza piersciefi endomorfizmow przestrzeni V. Zatozmy, ze T € End(V)
jest idempotentem, tzn. 7% = T.

(a)(3pkt) Dowies¢, ze V = Im(T) @ Ker(T') oraz T'(v+w) = v dla dowolnego
velIm(T)iwe Ker(T).

(b)(2pkt) Czy T jest diagonalizowalny? Odpowiedz uzasadnic.

(¢)(3pkt) Poda¢ przyklady trzech roznych idempotentow w End(R?).

Zadanie 3. (8 punktow)

Rozwazmy R? z norma ||(z,9)], = (|z? + [y|P)"/? dla 1 < p < oo lub z
norma ||(z, y)||« = max(|z|,|y|) gdy p = co. Na podprzestrzeni Y = {(z,y) €
R? : y =0} dany jest funkcjonal ¢ : Y — R zdefiniowany wzorem ¢(z,y) =
x.

Przypomnijmy, ze rozszerzeniem Hahna-Banacha funkcjonatu ¢ jest funk-
cjonal ¢ na R2, ktory zgadza sie z ¢ na Y oraz ||¢|| = ||@].

1. (2 pkt.) Udowodnij, ze dla p € (1,00) funkcjonal ¢ ma jedyne roz-
szerzenie Hahna-Banacha (za rozwiazanie dla p = 2 otrzymasz potowe
punktow).

2. (2 pkt.)Udowodnij, ze dla p = oo funkcjonal ¢ ma jedyne rozszerzenie
Hahna-Banacha.



3. (2 pkt.)Znajdz wszystkie rozszerzenia Hahna-Banacha funkcjonatu ¢
gdy p=1.

4. (2 pkt.)Czy dla p = oo istnieje jednowymiarowa podprzestrzen Z prze-
strzeni R? oraz funkcjonal ¢ : Z — R, ktéry ma wiecej niz jedno
przedtuzenie Hahna-Banacha? Jedli tak, podaj przyktad .

Zadanie 4. (8 punktow)

Niech S, bedzie prostym symetrycznym spacerem losowym na kracie Z2
(tzn. Sp = (0,0) i w kazdym kroku czasteczka przemieszcza sie do jednego
z sasiadow z prawdopodobienstwem 1/4). Oznaczmy przez D,, odleglos¢ S,
od zera.

e Pokaz, ze D? — n jest martyngalem.

e Niech 7, = inf{n : D, > r}. Pokaz, ze T; < oo z prawdopodobienstwem
1.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 30.06.2021 r.
Analiza danych

Zadanie 1 « (8 punktow)

Mamy dane 4 punkty z R?: (=1, —-1),(1,3), (2, 1), (=2, —3). Stosujac al-
gorytm Sktadowych Gléwnych (ang. PCA - Principal Component Analysis),
wykonaj redukcje tych punktow do wymiaru 1 (tj. uzywajac pierwszej skta-
dowej glownej). Podaj wspolrzedne tych 4 punktéow po takiej redukeji.

Zadanie 2. (8 punktow)

Niech X1, ..., Xy bedzie proba z rozktadu N, (u, X), gdzie |[¥| > 0, N > n,
a macierz kowariancji jest znana. Rozwazamy problem testowania Hy : p = o
przeciwko Hy : pu # po na poziomie istotno$ci a. Podaj postaé¢ statystyki
testowej w powyzszym zagadnieniu. Jaki jest jej rozklad przy Hy? Odpowiedz
uzasadnij.

Zadanie 3. (8 punktow)

Niech Xi,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie
N(p,1). Wyznacz test ilorazu wiarogodnosci w problemie testowania

Hy:p=0;

Hy:p#0,

na poziomie istotnosci a = 0.05.

Zadanie 4:. (8 punktow)
Para zmiennych losowych (X,Y) ma taczny rozklad zadany natepujaca
tablica funkcji prawdopodobienstwa p(i,j) = P(X =14,Y = j):

Tabela 1: Funkcja prawdopodobienstwa p(i, j) tacznego rozktadu (X,Y)
Nj] 0 1 2 3
0 [1/8 1/8 1/8 1/8

118 0 0 0

2 11/8 0 0 0

301/8 0 0 1/8




1 Czy zmienne losowe X, Y sa niezalezne. Uzasadnij odpowiedz.
2 Niech Z = min(2, XY'). Obliczy¢ EZ.

3 Rozklad pary zmiennych losowych (W, V) ma funkcje prawdopodobieri-
stwa pwy(i,j) = P(X =4,V = j|X +Y < 2). Policzy¢ kowariancje
cov(W, V).



EGZAMIN MAGISTERSKI, 30.06.2021 r.
Aktuarialno-finansowa

Zadanie 1 « (8 punktow)
Niech B; bedzie ruchem Browna. Wyznacz gesto$¢ warunkowa (By),0 <
s < 1 pod warunkiem B(1) = 0. Wyznacz E(B,|B; = 0).

Zadanie 2. (8 punktow)
Para zmiennych losowych (X,Y) ma taczny rozklad zadany natepujaca
tablica funkcji prawdopodobienstwa p(i, j) = P(X =14,Y = j):

Tabela 2: Funkcja prawdopodobienistwa p(z, j) tacznego rozktadu (X,Y)
Nj] o 1 2 3
0 [1/8 1/8 1/8 1/8

118 0 0 0

2 (18 0 0 0

3 (18 0o o0 1/8

1 Czy zmienne losowe X, Y sa niezalezne. Uzasadnij odpowiedz.
2 Niech Z = min(2, XY'). Obliczy¢ EZ.

3 Rozklad pary zmiennych losowych (W, V) ma funkcje prawdopodobieri-
stwa pwv(i,j) = P(X =4, = j|X +Y < 2). Policzy¢ kowariancje
cov(W, V).

Zadanie 3. (8 punktow)

Niezalezne szkody maja rozktady P(X; = k) = exp(—1)/k!, P(Y; = k) =
(") (E)P(2)k, k=0,1,.... Niech S = X1 +...+ X500+ Y1 + ... + Y300. Skladka
pobierana od szkody S jest postaci (1+6)ES, dla pewnej stalej 0 > 0. Wylicz
wartos¢ tej stalej, aby szansa, ze zebrana sktadka od wszystkich 1000 szkod

pokryje szkode wynosita 0.95.



Zadanie 4. (8 punktow)

Rozwazmy kontrakt forward oraz opcje (europejskie waniliowe) call i put
na to samo aktywo bazowe XYZ (akcje niewyplacajaca dywidend) oraz z
taka samg zapadalnodcia 7' lat. Ceny wykonania obu opcji sa réwne 110
zt. Dzisiejsza cena akcji XYZ wynosi 100 zt, natomiast jej cena forward w
rozwazanym kontrakcie (czyli cena, ktora trzeba bedzie zaptaci¢ w przysztosci
w momencie dostawy akcji) to 125 zb. Dodatkowo wiemy, ze cena opcji put
wynosi 22 zt. Inwestor chce zbudowaé portfel sktadajacy sie z obu tych opcji
(tj. 1 call i 1 put, obie opcje w pozycji diugiej). Ile bedzie musial zaptaci¢
za taki portfel, jesli na rynku nie ma arbitrazu? Narysuj tez payoff z tego
portfela (jako funkcje zalezna od wartosci akcji XYZ w chwili wykonania

opcji).



EGZAMIN MAGISTERSKI, 30.06.2021 r.
Matematyka stosowana

Zadanie 1 « (8 punktow)
Rozwazamy rownanie dyfuzji
Ut = Ugy

na odcinku (0, 1) z warunkiem brzegowym u(0,¢) = u(1,¢) = 0 i warunkiem
poczatkowym u(z,0) = z(1 — x).

Udowodnié, ze:

1. istnieje rozwiazanie tego zagadnienia;

2. jest ono doktadnie jedno;

3. jest ono nieujemne;

4. zbiega do zera, gdy czas zbiega do nieskonczonosci.

Zadanie 2. (8 punktow)

Rozpatrzmy reakcje biochemiczna, w ktorej substancja S jest zaréwno
produkowana, jak i konsumowana. Niech c¢(t) oznacza stezenie substancji
S w chwili t. Zaktadamy, ze zmiany c(t) podczas reakcji opisane sa przez

rownanie
dc c

dt " k+c
gdzie K4z, k 1 r sa dodatnimi stalymi. Pierwszy wyraz roéznicy opisuje,
zalezng od stezenia, produkcje substancji S natomiast drugi wyraz opisuje
konsumpcje.

rc,

(i) Jakie jest maksymalne tempo produkcji substancji?

(ii) Jesli produkcja zostanie zatrzymana, substancja jest nadal konsumowa-
na. Ile w tej sytuacji uptynie jednostek czasu zanim stezenie spadnie o
50%7

(iii) Przy jakiej wartosci stezenia tempo produkcji jest rownowazone przez
konsumpcje?

Zadanie 3. (8 punktow)



Rozpatrzmy rzuty symetryczna kostka i umoéwmy sie, ze X,, = j, jezeli j
jest najwieksza liczba oczek, wyrzuconych w pierwszych n rzutach.

(i) Czy {X,} jest jednorodnym taricuchem Markowa?

(ii) Jezeli tak, to wyznacz jego macierz prawdopodobienstw przejsé w jed-
nym kroku.

(iii) Czy istnieje rozklad stacjonarny dla tego tancucha? Jesli tak to jaka
jest jego postac.

Zadanie 4. (8 punktow)
Para zmiennych losowych (X,Y) ma taczny rozklad zadany natepujaca
tablica funkeji prawdopodobienstwa p(i, j) = P(X =1,Y = j):

Tabela 3: Funkcja prawdopodobienstwa p(i, j) tacznego rozktadu (X,Y)
Nj] 0o 1 2 3
0 [1/8 1/8 1/8 1/8

118 0 0 0

2 11/8 0 0 0

3 (18 0o 0 1/8

1 Czy zmienne losowe X, Y sa niezalezne. Uzasadnij odpowiedz.
2 Niech Z = min(2, XY'). Obliczy¢ EZ.

3 Rozklad pary zmiennych losowych (W, V) ma funkcje prawdopodobien-
stwa pwv(i,j) = P(X =4,V = j|X +Y < 2). Policzy¢ kowariancje
cov(W, V).



