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Zadanie 1. (8 punktów)
Dany jest prostok¡tny trójk¡t równoramienny ABC, przy czym CA =

CB i k¡t ACB jest prosty. Na boku CB le»y punkt E a na przedªu»eniu
boku AC le»y punkt M , przy czym CE = CM . Z punktu C prowadzimy
prost¡ prostopadª¡ do prostej AE, która przecina bok AB w punkcie L.
Udowodni¢, »e trójk¡ty ACE i BCM s¡ przystaj¡ce oraz »e proste CL i
MB s¡ równolegªe.

Zadanie 2. (8 punktów)
Udowodni¢, »e dla dowolnego naturalnego n liczba 52n+1+1 jest podzielna

przez 6.

Zadanie 3. (8 punktów)
Niech X1, X2, ..., Xn b¦dzie prób¡ losow¡ z rozkªadu jednostajnego na

przedziale [α, β]. Wyznacz metod¡ momentów estymatory nieznanych para-
metrów α i β.

Zadanie 4. (8 punktów)
Dany jest trójk¡t równoramienny ABC, przy czym AB = AC. �rodek

S1 okr¦gu wpisanego i ±rodek S2 okr¦gu opisanego s¡ do siebie symetrycz-
ne wzgl¦dem boku BC, a punkt S0 jest punktem przeci¦cia prostych BC i
S1S2. Niech α b¦dzie miar¡ k¡ta BAC, β miar¡ k¡ta ABC, γ miar¡ k¡ta
±rodkowego BS2C. Udowodni¢, »e γ = 2π − 2α, β + γ = π oraz wyliczy¢ α.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 11.09.2020r
Matematyka w ekonomii i ubezpieczeniach

Zadanie 1. (8 punktów)

Je±li zmienna losowa Y wyra»a warto±¢ szkody, to zmienna Id(Y ) =
(Y − d)+ wyra»a nadwy»k�e szkody ponad d. Zaªó»my, »e Y ma rozkªad
dyskretny okre±lony na liczbach naturalnych. Je±li w dodatku ograniczymy
zainteresowanie do zmiennych Id(Y ) o warto±ciach d = 0, 1, 2, 3, . . ., to poka»,
»e

E[Id+1(Y )] = E[Id(Y )]− P (Y > d).

Zadanie 2. (8 punktów)

W populacji P speªniona jest hipoteza jednorodnej populacji. Ponadto
dystrybuanta rozkªadu przyszªego czasu »ycia dziesi¦ciolatka dana jest wzo-
rem F10(t) = t

70
1l[0,70](t).

Dwudziestolatek z populacji P podpisaª umow¦ z �rm¡ ubezpieczeniow¡ w
ramach której z chwil¡ rozpocz¦cia umowy pªaci jednorazowo skªadk¦ net-
to X. Umowa gwarantuje wypªat¦ kwoty A na koniec pierwszego roku je±li
prze»yje rok oraz wypªat¦ B na koniec drugiego roku je±li prze»yje dwa la-
ta. Przewiduje si¦, »e czynnik dyskonta w pierwszym roku b¦dzie równy v1
natomiast w drugim roku v2. Znajd¹ X.

Zadanie 3. (8 punktów)

Niech X1, X2, ..., Xn b¦dzie prób¡ losow¡ z rozkªadu jednostajnego na
przedziale [α, β]. Wyznacz metod¡ momentów estymatory nieznanych para-
metrów α i β.

Zadanie 4. (8 punktów)

Pokaza¢, »e ka»da funkcja holomor�czna w pewnym obszarze D, o war-
to±ciach czysto rzeczywistych, musi by¢ w tym obszarze staªa.

Zadanie 5. (8 punktów)



Niech (X, d) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡. Powiemy, »e x ∈ X jest punk-
tem izolowanym, je»eli {x} jest zbiorem otwartym.

• Podaj przykªad niesko«czonej przestrzeni, w której wszystkie punkty
s¡ izolowane (lub poka», »e taka nie istnieje).

• Podaj przykªad niesko«czonej przestrzeni, która ma dokªadnie dwa
punkty izolowane.

• Podaj przykªad niesko«czonej przestrzeni, która ma dokªadnie dwa
punkty, które nie s¡ izolowane.

• Poka», »e je»eli (X, d) ma dokªadnie dwa punkty izolowane, a (Y, d′)
jest homeomor�czna z (X, d), to (Y, d′) te» ma dokªadnie dwa punkty
izolowane.
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• Podaj przykªad niesko«czonej przestrzeni, która ma dokªadnie dwa
punkty, które nie s¡ izolowane.

• Poka», »e je»eli (X, d) ma dokªadnie dwa punkty izolowane, a (Y, d′)
jest homeomor�czna z (X, d), to (Y, d′) te» ma dokªadnie dwa punkty
izolowane.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 11.09.2020r
Zastosowania

Zadanie 1. (8 punktów)
Niech (X, Y ) b¦dzie wektorem losowym z wektorem ±redniej (2, 1) i ma-

cierz¡ kowariancji

Σ =

(
2 1
1 1

)
oraz Z = X + 2Y . Ci¡g Z1, Z2, . . . , Z100 jest ci¡giem niezale»nych zmiennych
losowych o jednakowym rozkªadzie jak Z. Oszacowa¢

P(Z1 + . . .+ Z100 ∈ (400− 10
√

8, 400 + 10
√

8)).

Zadanie 2. (8 punktów)
Zaªó»my, »e (Nt)t≥0 jest procesem Poissona z parametrem λ. Znajd¹ roz-

kªad warunkowy Ns pod warunkiem Nt = n dla s < t oraz dla s > t.

Zadanie 3. (8 punktów)
Niech X1, . . . , Xn b�edzie prób�a losow�a z rozkªadu o g�esto±ci f(x; θ) = 1/θ

dla x ∈ [0, θ]. Wyznacz estymator najwi�ekszej wiarogodno±ci θ̂n parametru θ
oraz staª�a c, tak aby E(c θ̂n) = θ.

Zadanie 4. (8 punktów)
Pokaza¢, »e ka»da funkcja holomor�czna w pewnym obszarze D, o war-

to±ciach czysto rzeczywistych, musi by¢ w tym obszarze staªa.

Zadanie 5. (8 punktów)
Niech (X, d) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡. Powiemy, »e x ∈ X jest punk-

tem izolowanym, je»eli {x} jest zbiorem otwartym.

• Podaj przykªad niesko«czonej przestrzeni, w której wszystkie punkty
s¡ izolowane (lub poka», »e taka nie istnieje).

• Podaj przykªad niesko«czonej przestrzeni, która ma dokªadnie dwa
punkty izolowane.



• Podaj przykªad niesko«czonej przestrzeni, która ma dokªadnie dwa
punkty, które nie s¡ izolowane.

• Poka», »e je»eli (X, d) ma dokªadnie dwa punkty izolowane, a (Y, d′)
jest homeomor�czna z (X, d), to (Y, d′) te» ma dokªadnie dwa punkty
izolowane.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 11.09.2020r
Matematyka teoretyczna

Zadanie 1. (8 punktów)

(a) (2pkt) Udowodni¢, »e ka»da grupa, której rz¡d jest liczb¡ pierwsz¡, jest
cykliczna.

(b) (3pkt) Udowodni¢, »e ka»da grupa rz¦du pq, gdzie p i q s¡ ró»nymi
liczbami pierwszymi, posiada wla±ciwy dzielnik normalny.

(c) (3pkt) Wywnioskowa¢ z (a) i (b), »e ka»da grupa rz¦du pq, gdzie p i q
s¡ ró»nymi liczbami pierwszymi, jest rozwi¡zalna.

Zadanie 2. (8 punktów)
Udowodnij, »e kontrakcja zwartej przestrzeni metrycznej ma punkt staªy.

(Kontrakcja przestrzeni metrycznej (X, d) to przeksztaªcenie f : X → X, któ-
re dla ka»dych dwóch ró»nych argumentów x, y ∈ X speªnia d(f(x), f(y)) <
d(x, y). Punkt staªy f to takie x, dla którego zachodzi f(x) = x.)

Zadanie 3. (8 punktów)
Niech (εn)n∈N b¦dzie ci¡giem o wyrazach przyjmuj¡cych jedynie warto±ci

ze zbioru {−1, 0, 1}.

(a) Uzasadnij, to»samo±¢

ε1

√
2 + ε2

√
2 + . . .+ εn

√
2 = 2 sin

(
π

4

n∑
k=1

ε1ε2 · · · εn
2k−1

)
; n ∈ N.

(b) Nast¦pnie poka» zbie»no±¢ ci¡gu

an = ε1

√
2 + ε2

√
2 + . . .+ εn

√
2.

Zadanie 4. (8 punktów)



Pokaza¢, »e ka»da funkcja holomor�czna w pewnym obszarze D, o war-
to±ciach czysto rzeczywistych, musi by¢ w tym obszarze staªa.

Zadanie 5. (8 punktów)
Niech (X, d) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡. Powiemy, »e x ∈ X jest punk-

tem izolowanym, je»eli {x} jest zbiorem otwartym.

• Podaj przykªad niesko«czonej przestrzeni, w której wszystkie punkty
s¡ izolowane (lub poka», »e taka nie istnieje).

• Podaj przykªad niesko«czonej przestrzeni, która ma dokªadnie dwa
punkty izolowane.

• Podaj przykªad niesko«czonej przestrzeni, która ma dokªadnie dwa
punkty, które nie s¡ izolowane.

• Poka», »e je»eli (X, d) ma dokªadnie dwa punkty izolowane, a (Y, d′)
jest homeomor�czna z (X, d), to (Y, d′) te» ma dokªadnie dwa punkty
izolowane.
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Analiza danych

Zadanie 1. (8 punktów)
Sformuªuj lemat Borela-Cantelliego i udowodnij jedn�a z jego tez.

Zadanie 2. (8 punktów)
Rozwa»amy problem testowania zbiorum hipotez {(H1

0 , H
1
1 ), . . . , (Hm

0 , H
m
1 )}.

Jaka jest zale»no±¢ pomi�edzy FWER i FDR? Odpowied¹ uzasadnij.

Zadanie 3. (8 punktów)
Niech X1, X2, ..., Xn b¦dzie prób¡ losow¡ z rozkªadu jednostajnego na

przedziale [α, β]. Wyznacz metod¡ momentów estymatory nieznanych para-
metrów α i β.

Zadanie 4. (8 punktów)
Pokaza¢, »e ka»da funkcja holomor�czna w pewnym obszarze D, o war-

to±ciach czysto rzeczywistych, musi by¢ w tym obszarze staªa.

Zadanie 5. (8 punktów)
Niech (X, d) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡. Powiemy, »e x ∈ X jest punk-

tem izolowanym, je»eli {x} jest zbiorem otwartym.

• Podaj przykªad niesko«czonej przestrzeni, w której wszystkie punkty
s¡ izolowane (lub poka», »e taka nie istnieje).

• Podaj przykªad niesko«czonej przestrzeni, która ma dokªadnie dwa
punkty izolowane.

• Podaj przykªad niesko«czonej przestrzeni, która ma dokªadnie dwa
punkty, które nie s¡ izolowane.

• Poka», »e je»eli (X, d) ma dokªadnie dwa punkty izolowane, a (Y, d′)
jest homeomor�czna z (X, d), to (Y, d′) te» ma dokªadnie dwa punkty
izolowane.


