EGZAMIN MAGISTERSKI, 11.09.2020r
Nauczycielska

Zadanie 1 « (8 punktow)

Dany jest prostokatny tréjkat réwnoramienny ABC, przy czym CA =
CB i kat ACB jest prosty. Na boku C'B lezy punkt E a na przedtuzeniu
boku AC' lezy punkt M, przy czym CE = CM. Z punktu C' prowadzimy
prosta prostopadla do prostej AFE, ktora przecina bok AB w punkcie L.
Udowodnié, ze trojkaty ACE i BCM sa przystajace oraz ze proste C'L i
M B sa rownolegte.

Zadanie 2 « (8 punktow)
Udowodnié¢, ze dla dowolnego naturalnego n liczba 52"t 4-1 jest podzielna
przez 6.

Zadanie 3. (8 punktow)

Niech Xi, X, ..., X,, bedzie proba losowa z rozkladu jednostajnego na
przedziale [« B]. Wyznacz metoda momentow estymatory nieznanych para-
metrow a i [.

Zadanie 4:. (8 punktow)

Dany jest trojkat rownoramienny ABC, przy czym AB = AC. Srodek
S okregu wpisanego i srodek Sy okregu opisanego sg do siebie symetrycz-
ne wzgledem boku BC', a punkt Sj jest punktem przeciecia prostych BC' i
S1.55. Niech « bedzie miara kata BAC, [ miara kata ABC, v miara kata
srodkowego BS;C'. Udowodnié, ze v = 27 — 2a, § + v = 7 oraz wyliczy¢ a.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 11.09.2020r
Matematyka w ekonomii i ubezpieczeniach

Zadanie ]_ . (8 punktow)

Jesli zmienna losowa Y wyraza warto$¢ szkody, to zmienna [;(Y) =
(Y — d); wyraza nadwyzke szkody ponad d. Zalézmy, ze Y ma rozklad
dyskretny okreslony na liczbach naturalnych. Jesli w dodatku ograniczymy
zainteresowanie do zmiennych I;(Y) o wartosciach d = 0,1,2,3,.. ., to pokaz,
ze

ElLun (V)] = BlI(Y)] - P(Y > d).

Zadanie 2. (8 punktow)
W populacji P speliona jest hipoteza jednorodnej populacji. Ponadto

dystrybuanta rozktadu przyszlego czasu zycia dziesieciolatka dana jest wzo-
rem Fl(](t) = %]1[0’70] (t)

Dwudziestolatek z populacji P podpisal umowe z firma ubezpieczeniowa w
ramach ktorej z chwilg rozpoczecia umowy ptaci jednorazowo sktadke net-
to X. Umowa gwarantuje wyptate kwoty A na koniec pierwszego roku jesli
przezyje rok oraz wyptate B na koniec drugiego roku jesli przezyje dwa la-
ta. Przewiduje sie, ze czynnik dyskonta w pierwszym roku bedzie réwny vy
natomiast w drugim roku vy. Znajdz X.

Zadanie 3. (8 punktow)

Niech Xy, X, ..., X,, bedzie préba losowg z rozktadu jednostajnego na
przedziale [a, 8]. Wyznacz metoda momentéw estymatory nieznanych para-
metrow «a i S.

Zadanie 4:. (8 punktow)
Pokaza¢, ze kazda funkcja holomorficzna w pewnym obszarze D, o war-
tosciach czysto rzeczywistych, musi by¢ w tym obszarze stala.

Zadanie 5. (8 punktow)



Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna. Powiemy, ze © € X jest punk-
tem izolowanym, jezeli {x} jest zbiorem otwartym.

e Podaj przyktad nieskoriczonej przestrzeni, w ktorej wszystkie punkty
sa izolowane (lub pokaz, ze taka nie istnieje).

e Podaj przykitad nieskonczonej przestrzeni, ktora ma doktadnie dwa
punkty izolowane.

e Podaj przykitad nieskonczonej przestrzeni, ktora ma doktadnie dwa
punkty, ktore nie sa izolowane.

e Pokaz, ze jezeli (X,d) ma doktadnie dwa punkty izolowane, a (Y, d’)
jest homeomorficzna z (X, d), to (Y,d') tez ma dokladnie dwa punkty
izolowane.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 11.09.2020r
Nauczycielska

Zadanie 1 « (8 punktow)

Dany jest prostokatny trojkat réwnoramienny ABC, przy czym C'A =
CB i kat ACB jest prosty. Na boku C'B lezy punkt E a na przedluzeniu
boku AC lezy punkt M, przy czym CE = CM. 7Z punktu C prowadzimy
prosta prostopadla do prostej AFE, ktora przecina bok AB w punkcie L.
Udowodni¢, ze trojkaty ACE i BC'M sa przystajace oraz ze proste C'L i
M B sa rownolegte.

Zadanie 2 . (8 punktow)
Udowodnié¢, ze dla dowolnego naturalnego n liczba 52141 jest podzielna
przez 6.

Zadanie 3. (8 punktow)

Niech X, Xs, ..., X,, bedzie proba losows z rozkltadu jednostajnego na
przedziale [a, B]. Wyznacz metoda momentéw estymatory nieznanych para-
metrow a i [.

Zadanie 4:. (8 punktow)

Pokazac¢, ze kazda funkcja holomorficzna w pewnym obszarze D, o war-
tosciach czysto rzeczywistych, musi byé¢ w tym obszarze stala.

Zadanie 5. (8 punktow)
Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna. Powiemy, ze x € X jest punk-
tem izolowanym, jezeli {x} jest zbiorem otwartym.

e Podaj przyktad nieskoriczonej przestrzeni, w ktorej wszystkie punkty
sa izolowane (lub pokaz, ze taka nie istnieje).

e Podaj przyktad nieskonczonej przestrzeni, ktora ma dokladnie dwa
punkty izolowane.



e Podaj przykitad nieskonczonej przestrzeni, ktora ma doktadnie dwa
punkty, ktore nie sa izolowane.

e Pokaz, ze jezeli (X,d) ma doktadnie dwa punkty izolowane, a (Y, d’)
jest homeomorficzna z (X, d), to (Y,d’) tez ma dokladnie dwa punkty
izolowane.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 11.09.2020r
Zastosowania

Zadanie 1 « (8 punktow)
Niech (X,Y") bedzie wektorem losowym z wektorem $redniej (2,1) i ma-

cierza kowariancji
2 1
= (11)

oraz Z = X +2Y. Ciag 21, Zs, ..., Z1go jest ciagiem niezaleznych zmiennych
losowych o jednakowym rozktadzie jak Z. Oszacowad

P(Zy + ...+ Zigo € (400 — 10v/8,400 + 10v/3)).

Zadanie 2. (8 punktow)
Zalozmy, ze (Ny)i>o jest procesem Poissona z parametrem A. Znajdz roz-
ktad warunkowy N, pod warunkiem N; =n dla s <t oraz dla s > t.

Zadanie 3. (8 punktow)

Niech Xi,..., X, bedzie proba losowa z rozkladu o gestosci f(z;0) = 1/0
dla z € [0, 0]. Wyznacz estymator najwiekszej wiarogodnosci 0, parametru 6
oraz stala ¢, tak aby E(c6,) = 6.

Zadanie 4:. (8 punktow)
Pokaza¢, ze kazda funkcja holomorficzna w pewnym obszarze D, o war-
tosciach czysto rzeczywistych, musi by¢ w tym obszarze stala.

Zadanie 5. (8 punktow)
Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna. Powiemy, ze x € X jest punk-
tem izolowanym, jezeli {x} jest zbiorem otwartym.

e Podaj przyktad nieskoriczonej przestrzeni, w ktorej wszystkie punkty
sa izolowane (lub pokaz, ze taka nie istnieje).

e Podaj przyktad nieskonczonej przestrzeni, ktora ma dokltadnie dwa
punkty izolowane.



e Podaj przykitad nieskonczonej przestrzeni, ktora ma doktadnie dwa
punkty, ktore nie sa izolowane.

e Pokaz, ze jezeli (X,d) ma doktadnie dwa punkty izolowane, a (Y, d’)
jest homeomorficzna z (X, d), to (Y,d’) tez ma dokladnie dwa punkty
izolowane.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 11.09.2020r
Matematyka teoretyczna

Zadanie 1 « (8 punktow)

(a) (2pkt) Udowodni¢, ze kazda grupa, ktorej rzad jest liczba pierwsza, jest
cykliczna.

(b) (3pkt) Udowodnié, ze kazda grupa rzedu pq, gdzie p i ¢ sa roéznymi
liczbami pierwszymi, posiada wlasciwy dzielnik normalny.

(c) (3pkt) Wywnioskowaé z (a) i (b), ze kazda grupa rzedu pq, gdzie p i ¢
sa roznymi liczbami pierwszymi, jest rozwigzalna.

Zadanie 2. (8 punktow)

Udowodnij, ze kontrakcja zwartej przestrzeni metrycznej ma punkt stalty.
(Kontrakcja przestrzeni metrycznej (X, d) to przeksztatcenie f: X — X, kto-
re dla kazdych dwoch roznych argumentow x,y € X spehnia d(f(z), f(y)) <
d(x,y). Punkt staly f to takie x, dla ktorego zachodzi f(z) = x.)

Zadanie 3. (8 punktow)
Niech (g,,)nen bedzie ciagiem o wyrazach przyjmujacych jedynie wartosci
ze zbioru {—1,0,1}.

(a) Uzasadnij, tozsamos¢

61\/2+52\/2+...+£n\/§:2sin(2261522];—_'1'6") n € N.

k=1

(b) Nastepnie pokaz zbieznosé ciagu

an:esl\/2+52\/2+...+en\/§.

Zadanie 4. (8 punktow)



Pokazac, ze kazda funkcja holomorficzna w pewnym obszarze D, o war-
tosciach czysto rzeczywistych, musi by¢ w tym obszarze stata.

Zadanie 5. (8 punktow)
Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna. Powiemy, ze x € X jest punk-
tem izolowanym, jezeli {x} jest zbiorem otwartym.

e Podaj przyktad nieskoniczonej przestrzeni, w ktorej wszystkie punkty
sa izolowane (lub pokaz, ze taka nie istnieje).

e Podaj przykiad nieskonczonej przestrzeni, ktora ma doktadnie dwa
punkty izolowane.

e Podaj przykitad nieskonczonej przestrzeni, ktora ma doktadnie dwa
punkty, ktore nie sg izolowane.

e Pokaz, ze jezeli (X,d) ma doktadnie dwa punkty izolowane, a (Y, d’)
jest homeomorficzna z (X, d), to (Y,d') tez ma dokladnie dwa punkty
izolowane.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 11.09.2020r
Analiza danych

Zadanie 1 « (8 punktow)
Sformutuj lemat Borela-Cantelliego i udowodnij jedna z jego tez.

Zadanie 2 « (8 punktow)
Rozwazamy problem testowania zbioru m hipotez {(H;, Hy), ..., (HY", H™)}.
Jaka jest zalezno$¢ pomiedzy FW ER i FDR? OdpowiedZ uzasadnij.

Zadanie 3. (8 punktow)

Niech Xi, X, ..., X,, bedzie proba losowa z rozktadu jednostajnego na
przedziale [a, 3]. Wyznacz metoda momentéw estymatory nieznanych para-
metrow o i .

Zadanie 4:. (8 punktow)
Pokaza¢, ze kazda funkcja holomorficzna w pewnym obszarze D, o war-
tosciach czysto rzeczywistych, musi by¢ w tym obszarze stala.

Zadanie 5. (8 punktow)
Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna. Powiemy, ze x € X jest punk-
tem izolowanym, jezeli {x} jest zbiorem otwartym.

e Podaj przyktad nieskoniczonej przestrzeni, w ktorej wszystkie punkty
sa izolowane (lub pokaz, ze taka nie istnieje).

e Podaj przyktad nieskonczonej przestrzeni, ktora ma dokladnie dwa
punkty izolowane.

e Podaj przyktad nieskonczonej przestrzeni, ktora ma dokladnie dwa
punkty, ktore nie sg izolowane.

e Pokaz, ze jezeli (X,d) ma doktadnie dwa punkty izolowane, a (Y, d')
jest homeomorficzna z (X, d), to (Y,d’) tez ma doktadnie dwa punkty
izolowane.



