
EGZAMIN MAGISTERSKI, 30.06.2020r
Matematyka w ekonomii i ubezpieczeniach

Zadanie 1. (8 punktów)

X1 iX2 to dwa niezale»ne ryzyka o zbiorze mo»liwych warto±ci {0, 1, 2, ...}.
Znamy warto±ci dystrybuanty F1(x) = P (X1 ≤ x) oraz FS(x) = P (X1 +
X2 ≤ x):

x F1(x) FS(x)
0 0.6 0.12
1 0.8 0.46
2 0.9 0.58
3 1 0.83

Wylicz P (X2 = 2).

Zadanie 2. (8 punktów)

Dla 20-latka wystawiono ubezpieczenie wypªacaj¡ce S PLN je±li b¦dzie
on »yª po dwóch latach od chwili zawarcia umowy. Skªadki pªacone s¡ w
dwóch równych ratach na pocz¡tku ka»dego roku trwania umowy. Znajd¹
rezerw¦ skªadki netto na koniec pierwszego roku. Przyjmij, »e p20 = a, 2p20 =
b oraz »e czynnik dyskonta w ka»dym roku jest równy v. Je±li b¦dzie to
konieczne to mo»esz zaªo»y¢, »e zachodzi hipoteza jednorodnej populacji.
Upro±¢ otrzymane wyra»enie do najprostszej mo»liwej postaci.

Zadanie 3. (8 punktów)

Niech X i Y b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi takimi, »e EX = a,
EY = b, oraz VarX = VarY = σ2.

(i) Podaj de�nicj¦ estymatora nieobci¡»onego.

(ii) Dla jakiej staªej c statystyka cX2 + (1 − c)Y 2 jest nieobci¡»onym esty-
matorem parametru σ2?

(iii) Jaka jest warto±¢ staªej c gdy a = 1 i b = 3?



Zadanie 4. (8 punktów)
Niech λ b¦dzie miar¡ Lebesgue'a okre±lon¡ na σ-ciele podzbiorów bore-

lowskich [0, 1]. Przypomnijmy, »e o funkcji borelowskiej f : [0, 1]→ R i liczbie
r powiemy, »e f > r prawie wsz¦dzie, je±li λ({x ∈ [0, 1] : f(x) ≤ r}) = 0.

1. Podaj przykªad funkcji f takiej, »e f > 0 prawie wsz¦dzie, ale nie
istnieje liczba naturalna n taka, »e f(x) > 1

n
prawie wsz¦dzie.

2. Poka», »e je»eli f > 0 prawie wsz¦dzie, to dla ka»dego ε > 0 istnieje
liczba naturalna n taka, »e

λ({x ∈ [0, 1] : f(x) >
1

n
}) > 1− ε.

3. Poka», »e je»eli f > 0 prawie wsz¦dzie, to∫
[0,1]

f dλ > 0.

Zadanie 5. (8 punktów)

Zbada¢ dla jakich liczb zespolonych z ∈ C szereg pot¦gowy
∞∑
n=1

(z − i)n

n

jest:

1. zbie»ny absolutnie;

2. zbie»ny, ale nie absolutnie;

3. rozbie»ny.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 30.06.2020r
Nauczycielska

Zadanie 1. (8 punktów)
Dany jest czworok¡t ABCD opisany na okr¦gu o ±rodku O. Udowodni¢,

»e

2]AOB + ]A+ ]B = 360◦, 2]COD + ]C + ]D = 360◦,

oraz »e
]AOB + ]COD = 180◦.

Zadanie 2. (8 punktów)
Oblicz ostatni¡ cyfr¦ liczby 777333.

Zadanie 3. (8 punktów)
Niech X i Y b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi takimi, »e EX = a,

EY = b, oraz VarX = VarY = σ2.

(i) Podaj de�nicj¦ estymatora nieobci¡»onego.

(ii) Dla jakiej staªej c statystyka cX2 + (1 − c)Y 2 jest nieobci¡»onym esty-
matorem parametru σ2?

(iii) Jaka jest warto±¢ staªej c gdy a = 1 i b = 3?

Zadanie 4. (8 punktów)
Niech λ b¦dzie miar¡ Lebesgue'a okre±lon¡ na σ-ciele podzbiorów bore-

lowskich [0, 1]. Przypomnijmy, »e o funkcji borelowskiej f : [0, 1]→ R i liczbie
r powiemy, »e f > r prawie wsz¦dzie, je±li λ({x ∈ [0, 1] : f(x) ≤ r}) = 0.

1. Podaj przykªad funkcji f takiej, »e f > 0 prawie wsz¦dzie, ale nie
istnieje liczba naturalna n taka, »e f(x) > 1

n
prawie wsz¦dzie.

2. Poka», »e je»eli f > 0 prawie wsz¦dzie, to dla ka»dego ε > 0 istnieje
liczba naturalna n taka, »e

λ({x ∈ [0, 1] : f(x) >
1

n
}) > 1− ε.



3. Poka», »e je»eli f > 0 prawie wsz¦dzie, to∫
[0,1]

f dλ > 0.

Zadanie 5. (8 punktów)

Zbada¢ dla jakich liczb zespolonych z ∈ C szereg pot¦gowy
∞∑
n=1

(z − i)n

n

jest:

1. zbie»ny absolutnie;

2. zbie»ny, ale nie absolutnie;

3. rozbie»ny.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 30.06.2020r
Zastosowania

Zadanie 1. (8 punktów)
Niezale»ne zmienne losowe X1, X2, . . . o jednakowym rozkªadzie maj¡

funkcj¦ charakterystyczn¡
φ(t) = e−|t|

α

,

gdzie α ∈ (0, 2). Niech

Yn =
1

n

n∑
j=1

Xj.

Czy istnieje granica wedªug rozkªadu Yn, gdy n→∞? Zanalizowa¢ 3 mo»liwe
scenariusze w zale»no±ci od α. Uzasadni¢ kroki odpowiednimi twierdzeniami.

Zadanie 2. (8 punktów)
Niech Bt = (bt, βt) b¦dzie 2-wymiarowym ruchem Browna. Dla jakich

warto±ci λ, µ ∈ R proces Xt = λbt + µβt jest ruchem Browna?

Zadanie 3. (8 punktów)
NiechX1, . . . , Xn b¦dzie prób¡ z rozkªadu o g¦sto±ci f(x, θ) = θ2x exp{−θx},

x > 0, θ > 0. Wyznacz estymator nieobci¡»ony o minimalnej wariancji para-
metru θ.

Zadanie 4. (8 punktów)
Niech λ b¦dzie miar¡ Lebesgue'a okre±lon¡ na σ-ciele podzbiorów bore-

lowskich [0, 1]. Przypomnijmy, »e o funkcji borelowskiej f : [0, 1]→ R i liczbie
r powiemy, »e f > r prawie wsz¦dzie, je±li λ({x ∈ [0, 1] : f(x) ≤ r}) = 0.

1. Podaj przykªad funkcji f takiej, »e f > 0 prawie wsz¦dzie, ale nie
istnieje liczba naturalna n taka, »e f(x) > 1

n
prawie wsz¦dzie.

2. Poka», »e je»eli f > 0 prawie wsz¦dzie, to dla ka»dego ε > 0 istnieje
liczba naturalna n taka, »e

λ({x ∈ [0, 1] : f(x) >
1

n
}) > 1− ε.



3. Poka», »e je»eli f > 0 prawie wsz¦dzie, to∫
[0,1]

f dλ > 0.

Zadanie 5. (8 punktów)

Zbada¢ dla jakich liczb zespolonych z ∈ C szereg pot¦gowy
∞∑
n=1

(z − i)n

n

jest:

1. zbie»ny absolutnie;

2. zbie»ny, ale nie absolutnie;

3. rozbie»ny.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 30.06.2020r
Matematyka stosowana

Zadanie 1. (8 punktów)
Rozpatrzmy chorob¦, której przebieg prowadzi do podziaªu populacji na

trzy ró»ne grupy: grup¦ osobników podatnych S, czyli takich którzy mog¡ za-
chorowa¢; zainfekowanych I, którzy choruj¡ i zara»aj¡ oraz grup¦ odpornych
R, czyli takich, którzy wyzdrowieli i s¡ odporni. Przej±cia mi¦dzy grupami
s¡ opisane przez schemat

S −→ I −→ R.

Zakªadamy, »e ka»da para osobników ma tak¡ sam¡ szans¦ bezpo±redniego
kontaktu co oznacza, »e przyrost liczby osobników zainfekowanych jest pro-
porcjonalny do liczby zarówno osobników zainfekowanych jak i podatnych
czyli rIS, gdzie r > 0 jest staªym parametrem. Liczba podatnych ubywa w
ten sam sposób. Wspóªczynnik zdrowienia z infekcji i przechodzenia do gru-
py odpornych jest proporcjonalny do liczby zainfekowanych, czyli aI, gdzie
a > 0 jest staª¡. Zakªadamy, »e czynniki demogra�czne nie graj¡ roli, czyli
zakªadamy staª¡ wielko±¢ populacji. Model ten w epidemiologii nosi nazw¦
modelu SIR.

(i) Dla tak opisanego modelu napisz ukªad równa« ró»niczkowych okre±la-
j¡cy liczb¦ osobników, w ka»dej z grup, w chwili t.

(ii) Okre±l dla jakich warto±ci parametrów modelu infekcja wyga±nie, czyli

I(0) > I(t) i lim
t→∞

I(t) = 0.

(iii) Dla jakiego ukªadu parametrów tego modelu wyst¡pi zjawisko epidemii,
czyli

I(t) > I(0) dla pewnego t > 0.

Zadanie 2. (8 punktów)
Pocz¡wszy od 6 rano klienci zgªaszaj¡ si¦ do centrum obsªugi klientów

"W czym mog¦ pomóc" zgodnie z procesem Poissona, w tempie 30 klientów
na godzin¦.



(i) Znajd¹ prawdopodobie«stwo, »e wi¦cej ni» 65 klientów przyb¦dzie od 9
do 11 rano.

Od godziny 10 kierownik centrum obsªugi klientów "W czym mog¦ pomóc"

otrzymuje SMS-y z pretensjami od klientów, zgodnie z procesem Poissona z
szybko±ci¡ 10 SMS-ów na godzin¦.

(ii) Znajd¹ prawdopodobie«stwo, »e kierownik otrzyma dokªadnie 18 SMS-
ów do poªudnia i 70 SMS-ów do 17:00.

Zadanie 3. (8 punktów)
Niech X i Y b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi takimi, »e EX = a,

EY = b, oraz VarX = VarY = σ2.

(i) Podaj de�nicj¦ estymatora nieobci¡»onego.

(ii) Dla jakiej staªej c statystyka cX2 + (1 − c)Y 2 jest nieobci¡»onym esty-
matorem parametru σ2?

(iii) Jaka jest warto±¢ staªej c gdy a = 1 i b = 3?

Zadanie 4. (8 punktów)
Niech λ b¦dzie miar¡ Lebesgue'a okre±lon¡ na σ-ciele podzbiorów bore-

lowskich [0, 1]. Przypomnijmy, »e o funkcji borelowskiej f : [0, 1]→ R i liczbie
r powiemy, »e f > r prawie wsz¦dzie, je±li λ({x ∈ [0, 1] : f(x) ≤ r}) = 0.

1. Podaj przykªad funkcji f takiej, »e f > 0 prawie wsz¦dzie, ale nie
istnieje liczba naturalna n taka, »e f(x) > 1

n
prawie wsz¦dzie.

2. Poka», »e je»eli f > 0 prawie wsz¦dzie, to dla ka»dego ε > 0 istnieje
liczba naturalna n taka, »e

λ({x ∈ [0, 1] : f(x) >
1

n
}) > 1− ε.

3. Poka», »e je»eli f > 0 prawie wsz¦dzie, to∫
[0,1]

f dλ > 0.



Zadanie 5. (8 punktów)

Zbada¢ dla jakich liczb zespolonych z ∈ C szereg pot¦gowy
∞∑
n=1

(z − i)n

n

jest:

1. zbie»ny absolutnie;

2. zbie»ny, ale nie absolutnie;

3. rozbie»ny.
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Matematyka teoretyczna

Zadanie 1. (8 punktów)
Przypomnijmy, »e dla grupy G, elementu g ∈ G i podzbioru A ⊆ G

centralizator g w G to zbiór CG(g) := {h ∈ G : gh = hg}, a centralizator A
w G to zbiór CG(A) := {h ∈ G : (∀a ∈ A)(ah = ha)}.

1. (1pkt) Niech G b¦dzie dowoln¡ grup¡. Poda¢ de�nicj¦ centrum grupy
G, oznaczanego przez Z(G).

2. (2pkt) NiechH b¦dzie abelow¡ podgrup¡ grupyG. Dowie±¢, »e Z(CG(H)) =
CG(CG(H)).

3. (3pkt) Niech H b¦dzie abelow¡ podgrup¡ sko«czonego indeksu gru-
py G. Dowie±¢, »e istnieje abelowa podgrupa K grupy G zawieraj¡ca
H, która jest przekrojem sko«czenie wielu centralizatorów elementów
grupy G.

Zadanie 2. (8 punktów)
Dziecko wzi¦ªo drewnian¡ kulk¦, pobawiªo si¦ ni¡, a nast¦pnie odªo»yªo

na to samo miejsce. Udowodnij, »e przynajmniej jeden punkt na powierzchni
kulki znalazª si¦ dokªadnie tam, gdzie byª przed zabaw¡.

Zadanie 3. (8 punktów)
Zaªó»my, »e mamy szachownic¦ rozmiaru 10× 10.

(a) Uzasadnij, »e z ka»dego ustawienia 41 wie» na tej szachownicy zawsze
mo»na wybra¢ pi¦¢ takich wie», które nie zagra»aj¡ sobie nawzajem.

(b) Uzasadnij, »e 41 jest najmniejsz¡ liczb¡ o takiej wªasno±ci.

Zadanie 4. (8 punktów)
Niech λ b¦dzie miar¡ Lebesgue'a okre±lon¡ na σ-ciele podzbiorów bore-

lowskich [0, 1]. Przypomnijmy, »e o funkcji borelowskiej f : [0, 1]→ R i liczbie
r powiemy, »e f > r prawie wsz¦dzie, je±li λ({x ∈ [0, 1] : f(x) ≤ r}) = 0.



1. Podaj przykªad funkcji f takiej, »e f > 0 prawie wsz¦dzie, ale nie
istnieje liczba naturalna n taka, »e f(x) > 1

n
prawie wsz¦dzie.

2. Poka», »e je»eli f > 0 prawie wsz¦dzie, to dla ka»dego ε > 0 istnieje
liczba naturalna n taka, »e

λ({x ∈ [0, 1] : f(x) >
1

n
}) > 1− ε.

3. Poka», »e je»eli f > 0 prawie wsz¦dzie, to∫
[0,1]

f dλ > 0.

Zadanie 5. (8 punktów)

Zbada¢ dla jakich liczb zespolonych z ∈ C szereg pot¦gowy
∞∑
n=1

(z − i)n

n

jest:

1. zbie»ny absolutnie;

2. zbie»ny, ale nie absolutnie;

3. rozbie»ny.
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Analiza danych

Zadanie 1. (8 punktów)
Wyznacz funkcj¦ charakterystyczn¡ zmiennej losowej X o rozkªadzie Po-

issona z parametrem λ.

Zadanie 2. (8 punktów)
Rozwa»amy problem testowania zbiorum hipotez {(H1

0 , H
1
1 ), . . . , (H

m
0 , H

m
1 )}.

Zde�niuj: FDR i FWER. Kiedy FWER nie przekracza FDR? Odpowied¹
uzasadnij.

Zadanie 3. (8 punktów)
Niech X i Y b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi takimi, »e EX = a,

EY = b, oraz VarX = VarY = σ2.

(i) Podaj de�nicj¦ estymatora nieobci¡»onego.

(ii) Dla jakiej staªej c statystyka cX2 + (1 − c)Y 2 jest nieobci¡»onym esty-
matorem parametru σ2?

(iii) Jaka jest warto±¢ staªej c gdy a = 1 i b = 3?

Zadanie 4. (8 punktów)
Niech λ b¦dzie miar¡ Lebesgue'a okre±lon¡ na σ-ciele podzbiorów bore-

lowskich [0, 1]. Przypomnijmy, »e o funkcji borelowskiej f : [0, 1]→ R i liczbie
r powiemy, »e f > r prawie wsz¦dzie, je±li λ({x ∈ [0, 1] : f(x) ≤ r}) = 0.

1. Podaj przykªad funkcji f takiej, »e f > 0 prawie wsz¦dzie, ale nie
istnieje liczba naturalna n taka, »e f(x) > 1

n
prawie wsz¦dzie.

2. Poka», »e je»eli f > 0 prawie wsz¦dzie, to dla ka»dego ε > 0 istnieje
liczba naturalna n taka, »e

λ({x ∈ [0, 1] : f(x) >
1

n
}) > 1− ε.



3. Poka», »e je»eli f > 0 prawie wsz¦dzie, to∫
[0,1]

f dλ > 0.

Zadanie 5. (8 punktów)

Zbada¢ dla jakich liczb zespolonych z ∈ C szereg pot¦gowy
∞∑
n=1

(z − i)n

n

jest:

1. zbie»ny absolutnie;

2. zbie»ny, ale nie absolutnie;

3. rozbie»ny.


