EGZAMIN MAGISTERSKI, 30.06.2020r
Matematyka w ekonomii i ubezpieczeniach

Zadanie 1 « (8 punktow)

X; 1 X5 to dwa niezalezne ryzyka o zbiorze mozliwych wartosci {0, 1,2, ... }.
Znamy wartosci dystrybuanty Fj(x) = P(X; < z) oraz Fg(z) = P(X; +
X2 S .Z‘)Z

x| Fi(x) | Fs(x)
0 0.6 0.12
1] 08 0.46
2 0.9 0.58
3 1 0.83

Wylicz P(X, = 2).

Zadanie 2. (8 punktow)

Dla 20-latka wystawiono ubezpieczenie wyptacajace S PLN jesli bedzie
on zyt po dwoéch latach od chwili zawarcia umowy. Sktadki ptacone sa w
dwoch rownych ratach na poczatku kazdego roku trwania umowy. Znajdz
rezerwe sktadki netto na koniec pierwszego roku. Przyjmij, ze pog = a, opap =
b oraz ze czynnik dyskonta w kazdym roku jest rowny v. Jesli bedzie to
konieczne to mozesz zalozy¢, ze zachodzi hipoteza jednorodnej populacji.
Upro$é¢ otrzymane wyrazenie do najprostszej mozliwej postaci.

Zadanie 3. (8 punktow)
Niech X i Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi takimi, ze EX = a,
EY = b, oraz VarX = VarY = o2

(i) Podaj definicje estymatora nieobciazonego.

(ii) Dla jakiej statej c statystyka cX? + (1 — ¢)Y? jest nieobciazonym esty-
matorem parametru o2?

(iii) Jaka jest wartos¢ stalej c gdy a =11 b= 37



Zadanie 4. (8 punktow)

Niech X\ bedzie miarg Lebesgue’a okreSlona na o-ciele podzbioréw bore-
lowskich [0, 1]. Przypomnijmy, ze o funkcji borelowskiej f: [0, 1] — R i liczbie
r powiemy, ze [ > r prawie wszedzie, jesli A\({z € [0,1]: f(z) <r})=0.

1. Podaj przyktad funkcji f takiej, ze f > 0 prawie wszedzie, ale nie
istnieje liczba naturalna n taka, ze f(z) > % prawie wszedzie.

2. Pokaz, ze jezeli f > 0 prawie wszedzie, to dla kazdego ¢ > 0 istnieje
liczba naturalna n taka, ze

1
A{z €10,1]: f(z) > ﬁ}) >1—c.
3. Pokaz, ze jezeli f > 0 prawie wszedzie, to

fdr> 0.
0,1

Zadanie 5. (8 punktow)
(z—4)"

n

Zbada¢ dla jakich liczb zespolonych z € C szereg potegowy Z
n=1
jest:
1. zbiezny absolutnie;

2. zbiezny, ale nie absolutnie;

3. rozbiezny.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 30.06.2020r
Nauczycielska

Zadanie 1 « (8 punktow)
Dany jest czworokat ABC' D opisany na okregu o srodku O. Udowodnié,
7e
2{dAO0B + LA+ £B = 360°, 24C0D + £C + £D = 360°,

oraz ze

LAOB + £COD = 180°.

Zadanie 2. (8 punktow)
Oblicz ostatnig cyfre liczby 777333

Zadanie 3. (8 punktow)
Niech X 1Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi takimi, ze EX = a,
EY = b, oraz VarX = VarY = o2.

(i) Podaj definicje estymatora nieobciazonego.

(i) Dla jakiej statej c statystyka cX? + (1 — ¢)Y? jest nieobciazonym esty-
matorem parametru o2?

(iii) Jaka jest wartos¢ stalej c gdy a =11 b= 37

Zadanie 4. (8 punktow)

Niech X\ bedzie miarg Lebesgue’a okreslona na o-ciele podzbioréw bore-
lowskich [0, 1]. Przypomnijmy, ze o funkcji borelowskiej f: [0, 1] — R i liczbie
r powiemy, ze f > r prawie wszedzie, jesli A\({z € [0,1]: f(z) <r}) =0.

1. Podaj przyklad funkcji f takiej, ze f > 0 prawie wszedzie, ale nie
istnieje liczba naturalna n taka, ze f(z) > % prawie wszedzie.

2. Pokaz, ze jezeli f > 0 prawie wszedzie, to dla kazdego £ > 0 istnieje
liczba naturalna n taka, ze

M{z € [0,1]: f(z) > %}) Sl—c



3. Pokaz, ze jezeli f > 0 prawie wszedzie, to

fdx>0.
[0,1]

Zadanie 5. (8 punktow)
(z = )"

n

Zbadac¢ dla jakich liczb zespolonych z € C szereg potegowy Z
jest: i

1. zbiezny absolutnie;

2. zbiezny, ale nie absolutnie;

3. rozbiezny.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 30.06.2020r
Zastosowania

Zadanie ]_ . (8 punktow)
Niezalezne zmienne losowe Xi, Xo,... o jednakowym rozkladzie maja
funkcje charakterystyczna

o(t) = e,
gdzie o € (0,2). Niech

1 n
Y, = E;Xj.

Czy istnieje granica wedtug rozktadu Y,,, gdy n — oo? Zanalizowaé¢ 3 mozliwe
scenariusze w zalezno$ci od «. Uzasadni¢ kroki odpowiednimi twierdzeniami.

Zadanie 2. (8 punktow)
Niech B; = (b, 5;) bedzie 2-wymiarowym ruchem Browna. Dla jakich
wartosci A, p € R proces X; = \b; + puf3; jest ruchem Browna?

Zadanie 3. (8 punktow)

Niech X1, ..., X, bedzie proba z rozkladu o gestosci f(z,0) = 6%z exp{—0z},
x >0, 8 > 0. Wyznacz estymator nieobcigzony o minimalnej wariancji para-
metru 6.

Zadanie 4:. (8 punktow)

Niech A\ bedzie miarg Lebesgue’a okreslong na o-ciele podzbioréw bore-
lowskich [0, 1]. Przypomnijmy, ze o funkcji borelowskiej f: [0, 1] — R i liczbie
r powiemy, ze f > r prawie wszedzie, jesli A\({z € [0,1]: f(z) <r}) =0.

1. Podaj przyklad funkcji f takiej, ze f > 0 prawie wszedzie, ale nie
istnieje liczba naturalna n taka, ze f(x) > + prawie wszedzie.

2. Pokaz, ze jezeli f > 0 prawie wszedzie, to dla kazdego ¢ > 0 istnieje
liczba naturalna n taka, ze

M{z € [0,1]: f(z) > %}) Sl—c



3. Pokaz, ze jezeli f > 0 prawie wszedzie, to

fdx>0.
[0,1]

Zadanie 5. (8 punktow)
(z = )"

n

Zbadac¢ dla jakich liczb zespolonych z € C szereg potegowy Z
jest: i

1. zbiezny absolutnie;

2. zbiezny, ale nie absolutnie;

3. rozbiezny.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 30.06.2020r
Matematyka stosowana

Zadanie ]_ . (8 punktow)

Rozpatrzmy chorobe, ktorej przebieg prowadzi do podzialu populacji na
trzy rozne grupy: grupe osobnikéow podatnych S, czyli takich ktérzy moga za-
chorowad; zainfekowanych I, ktérzy choruja i zarazaja oraz grupe odpornych
R, czyli takich, ktérzy wyzdrowieli i sg odporni. Przejscia miedzy grupami
sa opisane przez schemat

S— I —R.

Zaktadamy, ze kazda para osobnikow ma taka sama szanse bezposredniego
kontaktu co oznacza, ze przyrost liczby osobnikéw zainfekowanych jest pro-
porcjonalny do liczby zaréwno osobnikow zainfekowanych jak i podatnych
czyli rIS, gdzie r > 0 jest stalym parametrem. Liczba podatnych ubywa w
ten sam sposob. Wspotezynnik zdrowienia z infekcji i przechodzenia do gru-
py odpornych jest proporcjonalny do liczby zainfekowanych, czyli al, gdzie
a > 0 jest stata. Zakltadamy, ze czynniki demograficzne nie graja roli, czyli
zaktadamy stala wielko$¢ populacji. Model ten w epidemiologii nosi nazwe
modelu SIR.

(i) Dla tak opisanego modelu napisz uktad réwnan rézniczkowych okresla-
jacy liczbe osobnikow, w kazdej z grup, w chwili ¢.

(ii) Okresl dla jakich wartosci parametrow modelu infekcja wygasnie, czyli
I(0) > I(t) i 1tlim I(t) = 0.
—00

(iii) Dla jakiego uktadu parametrow tego modelu wystapi zjawisko epidemii,
czyli
I(t) > I1(0) dla pewnego t > 0.

Zadanie 2. (8 punktow)

Poczawszy od 6 rano klienci zglaszaja sie do centrum obshugi klientow
"W czym moge pomoc" zgodnie z procesem Poissona, w tempie 30 klientow
na godzine.



(i) Znajdz prawdopodobieristwo, ze wiecej niz 65 klientow przybedzie od 9
do 11 rano.

Od godziny 10 kierownik centrum obstugi klientéw "W czym moge pomaoc”

otrzymuje SMS-y z pretensjami od klientow, zgodnie z procesem Poissona z
szybkoscig 10 SMS-6w na godzine.

(ii) Znajdz prawdopodobienistwo, ze kierownik otrzyma doktadnie 18 SMS-
6w do pohludnia i 70 SMS-6w do 17:00.

Zadanie 3. (8 punktow)
Niech X 1Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi takimi, ze EX = a,
EY = b, oraz VarX = VarY = o2

(i) Podaj definicje estymatora nieobciazonego.

(ii) Dla jakiej stalej c statystyka cX? + (1 — ¢)Y? jest nieobcigzonym esty-
matorem parametru o2?

(iii) Jaka jest wartos¢ statej c gdy a =11b= 37

Zadanie 4. (8 punktow)

Niech A bedzie miarg Lebesgue’a okreslona na o-ciele podzbioréw bore-
lowskich [0, 1]. Przypomnijmy, ze o funkcji borelowskiej f: [0, 1] — R i liczbie
r powiemy, ze f > r prawie wszedzie, jesli A({z € [0,1]: f(z) <r}) =0.

1. Podaj przyktad funkcji f takiej, ze f > 0 prawie wszedzie, ale nie
istnieje liczba naturalna n taka, ze f(z) > % prawie wszedzie.

2. Pokaz, ze jezeli f > 0 prawie wszedzie, to dla kazdego € > 0 istnieje
liczba naturalna n taka, ze

Aqxemﬂyf@)>%ﬂ>1—a

3. Pokaz, ze jezeli f > 0 prawie wszedzie, to

fdr> 0.

(0,1]



Zadanie 5 . (8 punktow)
, e = (z—i)"
Zbadadé dla jakich liczb zespolonych z € C szereg potegowy Z —

n
n=1

jest:
1. zbiezny absolutnie;
2. zbiezny, ale nie absolutnie;

3. rozbiezny.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 30.06.2020r
Matematyka teoretyczna

Zadanie 1 « (8 punktow)

Przypomnijmy, ze dla grupy G, elementu ¢ € G i podzbioru A C G
centralizator g w G to zbior Cg(g) := {h € G : gh = hg}, a centralizator A
w G to zbior Cg(A) :={h € G : (Va € A)(ah = ha)}.

1. (1pkt) Niech G bedzie dowolna grupa. Poda¢ definicje centrum grupy
G, oznaczanego przez Z(G).

2. (2pkt) Niech H bedzie abelowa podgrupa grupy G. Dowies¢, ze Z(Cq(H)) =
Ca(Ca(H)).

3. (3pkt) Niech H bedzie abelowa podgrupa skoriczonego indeksu gru-
py G. Dowies¢, ze istnieje abelowa podgrupa K grupy G zawierajaca
H, ktora jest przekrojem skorniczenie wielu centralizatorow elementow
grupy G.

Zadanie 2. (8 punktow)

Dziecko wzieto drewniang kulke, pobawilto sie nig, a nastepnie odlozyto
na to samo miejsce. Udowodnij, ze przynajmniej jeden punkt na powierzchni
kulki znalazt sie doktadnie tam, gdzie byt przed zabawa.

Zadanie 3. (8 punktow)
Zat6zmy, ze mamy szachownice rozmiaru 10 x 10.

(a) Uzasadnij, ze z kazdego ustawienia 41 wiez na tej szachownicy zawsze
mozna wybrac¢ pie¢ takich wiez, ktére nie zagrazaja sobie nawzajem.

(b) Uzasadnij, ze 41 jest najmniejsza liczba o takiej wlasnosci.

Zadanie 4. (8 punktow)

Niech A bedzie miarg Lebesgue’a okreslona na o-ciele podzbioréw bore-
lowskich [0, 1]. Przypomnijmy, ze o funkcji borelowskiej f: [0, 1] — R i liczbie
r powiemy, ze f > r prawie wszedzie, jesli A({z € [0,1]: f(z) <r}) =0.



1. Podaj przyklad funkcji f takiej, ze f > 0 prawie wszedzie, ale nie
istnieje liczba naturalna n taka, ze f(z) > % prawie wszedzie.

2. Pokaz, ze jezeli f > 0 prawie wszedzie, to dla kazdego £ > 0 istnieje
liczba naturalna n taka, ze

AQmemJyf@)>%D>1—g.

3. Pokaz, ze jezeli f > 0 prawie wszedzie, to

fdx>0.
0,1

Zadanie 5. (8 punktow)
(z —1i)"

n

Zbadac¢ dla jakich liczb zespolonych z € C szereg potegowy Z
n=1
jest:
1. zbiezny absolutnie;

2. zbiezny, ale nie absolutnie;

3. rozbiezny.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 30.06.2020r
Analiza danych

Zadanie ]_ . (8 punktow)
Wyznacz funkcje charakterystyczng zmiennej losowej X o rozktadzie Po-
issona z parametrem .

Zadanie 2 . (8 punktow)

Rozwazamy problem testowania zbioru m hipotez {(H;, H}), ..., (HY", H™)}.
Zdefiniuj: FDR i FWER. Kiedy FW ER nie przekracza FDR? Odpowiedz
uzasadnij.

Zadanie 3. (8 punktow)
Niech X 1Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi takimi, ze EX = a,
EY = b, oraz VarX = VarY = o2

(i) Podaj definicje estymatora nieobciazonego.

(ii) Dla jakiej stalej c statystyka cX? + (1 — ¢)Y? jest nieobcigzonym esty-
matorem parametru o2?

(iii) Jaka jest wartos¢ statej c gdy a=11b= 37

Zadanie 4. (8 punktow)

Niech X\ bedzie miara Lebesgue’a okreslona na o-ciele podzbioréw bore-
lowskich [0, 1]. Przypomnijmy, ze o funkcji borelowskiej f: [0, 1] — R i liczbie
r powiemy, ze f > r prawie wszedzie, jesli A\({z € [0,1]: f(x) <r}) =0.

1. Podaj przyktad funkcji f takiej, ze f > 0 prawie wszedzie, ale nie
istnieje liczba naturalna n taka, ze f(z) > % prawie wszedzie.

2. Pokaz, ze jezeli f > 0 prawie wszedzie, to dla kazdego ¢ > 0 istnieje
liczba naturalna n taka, ze

M{z e 0,1]: f(z) > %}) S1—c



3. Pokaz, ze jezeli f > 0 prawie wszedzie, to

fdx>0.
[0,1]

Zadanie 5. (8 punktow)
(z=9)"

n

Zbadac¢ dla jakich liczb zespolonych z € C szereg potegowy Z
jest: h

1. zbiezny absolutnie;

2. zbiezny, ale nie absolutnie;

3. rozbiezny.



