EGZAMIN MAGISTERSKI, 18.02.2020r
Matematyka w ekonomii i ubezpieczeniach

Zadanie 1 . (8 punktow)

Niech dla ¢t > 0, R(t) := u + 2t — Zjﬁ? X, u > 0, gdzie (X;) iid oraz
(N(t),t > 0) jest procesem Poissona z intensywnoscia 2. Niech ¢(u) = P(T <
00) bedzie prawdopodobienistwem ruiny, gdzie 7' = inf{¢ : R(t) < 0}. Szkody
X; maja rozktad wykladniczy o wartosci oczekiwanej 3/4. Wylicz prawdopo-
dobienistwo ruiny ¥ (u), przy kapitale poczatkowym u = 0.

Zadanie 2. (8 punktow)

Oblicz jednorazows sktadke netto dla nastepujacej renty dla 35-latka: jesli
zyje on pod koniec pierwszego roku wyptata wynosi 2000, jesli zyje pod koniec
drugiego roku wypltata wynosi 4000, jesli zyje on pod koniec trzeciego roku
wyplata wynosi 8000. Obliczenia wykonaj dla v = 0.9, zakladajac ponadto,
ze

q35 = 0.1, 11q35 = 0.3, 2135 = 0.2.

Zadanie 3. (8 punktow)
Niech X = (X3, Xs, ..., X,,) bedzie proba z rozkladu o gestosci

f(z) = iexp <—§> 10,00

Pokaz, ze

(i) estymator T,,(X) = nmin{X;, X, ..., X,,} jest nieobciazonym estymato-
rem parametru A\,

(ii) ciag estymatorow {T,,}2° | nie jest zgodny.

Zadanie 4:. (8 punktow)
Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci wyrazenia

I:/S;n2z dZ,
r < —|—1




jesli ' jest krzywa regularng zamknieta, nieprzechodzaca przez zera mianow-
nika funkcji podcatkowe;j.

Zadanie 5. (8 punktow)
Rozwazmy przestrzen miarowa (R, Bor(R), \), gdzie A jest miara Lebes-
gue’a.

e (1) Niech f: R — R bedzie dana wzorem f(z) = 2% — 2. Niech A =
[0,2] U Q. Oblicz
/ Fdn.
A

e (2) Podaj przyktad funkcji, ktora nie jest catkowalna w sensie Rieman-
na, ale jest borelowska (borelowskos¢ tej funkeji nalezy wykazac).

e (3) Pokaz, ze jezeli f = g prawie wszedzie, to

/fdA_/gd/\,

o ile te calki istnieja. Pokaz, ze niekoniecznie zachodzi odwrotna impli-
kacja.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 18.02.2020r
Nauczycielska

Zadanie 1 « (8 punktow)

Dany jest kwadrat o wierzchotkach A, B,C, D, punkt K jest $rodkiem
boku AB, a punkt L lezy na przekatnej AC, przy czym AL = 3C'L. Niech M
i N beda rzutami prostopadlymi punktu L na boki AB i AD odpowiednio.
Udowodnij, ze KM = MB = ND, LK = LB = LD oraz ze kat LK LD jest
prosty.

Zadanie 2. (8 punktow)
Udowodnié, ze

=\ . p L+ (4n? 460 — 1) (—1)"
;k(—l) = g .

Zadanie 3. (8 punktow)
Niech X = (X1, Xo, ..., X,,) bedzie proba z rozktadu o gestosci

flz) = ;GXP (—g) 10,00)-

Pokaz, ze

(i) estymator T,,(X) = nmin{X;, X, ..., X;,} jest nieobciazonym estymato-
rem parametru A,

(ii) ciag estymatorow {7,}52, nie jest zgodny.

Zadanie 4:. (8 punktow)
Wyznacz wszystkie mozliwe wartosci wyrazenia

[:/ Sin2z dZ,
r < +1

jesli I' jest krzywa regularng zamknieta, nieprzechodzacg przez zera mianow-
nika funkcji podcatkowe;j.




Zadanie 5. (8 punktow)
Rozwazmy przestrzen miarowa (R, Bor(R), \), gdzie A jest miara Lebes-
gue’a.

e (2 pkt.) Niech f: R — R bedzie dana wzorem f(z) = x? — 2. Niech
A =1[0,2] UQ. Oblicz
/ .
A

e (3 pkt.) Podaj przyklad funkcji, ktora nie jest catkowalna w sensie Rie-
manna, ale jest borelowska (borelowskos¢ tej funkcji nalezy wykazac).

e (3 pkt.) Pokaz, 7e jezeli f = g prawie wszedzie, to

/fdA:/gd)\,

o ile te calki istnieja. Pokaz, ze niekoniecznie zachodzi odwrotna impli-
kacja.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 18.02.2020r
Zastosowania

Zadanie ]_ . (8 punktow)

Niech dla kazdego n zmienne &, ;,7 = 1,...,n sa niezalezne o jednako-
wym rozkladzie jednostajnym na [—n.n]. Zdefiniujmy indykatorowe zmienne
trafiefi w odcinek (a,b) C [—n,n], gdzie a < b

]njzl(fnje(a,b)), jzl,...,n

oraz liczbe trafien

j=1

a) (2 pkt) Oblicz $rednia i wariancje S,,.
b) (6 pkt) Udowodni¢ z powolaniem sie na twierdzenia, ze S, zbiega do
rozktadu Poissona z parametrem \. Ile wynosi A?

Zadanie 2. (8 punktow)

Zadanie 3. (8 punktow)

Niech X7,..., X, bedzie proba z rozkladu N(0,0?%). Wyznacz test jedno-
stajnie najmocniejszy, na poziomie istotnosci a = 0.05, w problemie testo-
wania

Hy:0=1,

Hi:0=2.

Jaka jest moc testu przy alternatywie?

Zadanie 4:. (8 punktow)
Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci wyrazenia

.9
e
r < +1

jesli I' jest krzywa regularng zamknieta, nieprzechodzacg przez zera mianow-
nika funkcji podcatkowe;j.




Zadanie 5. (8 punktow)
Rozwazmy przestrzen miarowa (R, Bor(R), \), gdzie A jest miara Lebes-
gue’a.

e (1) Niech f: R — R bedzie dana wzorem f(z) = 2> — 2. Niech A =
[0.2] U Q. Oblicz
/ .
A

e (2) Podaj przyktad funkcji, ktora nie jest catkowalna w sensie Rieman-
na, ale jest borelowska (borelowskos¢ tej funkeji nalezy wykazac).

e (3) Pokaz, 7e jezeli f = g prawie wszedzie, to

/fdA:/gd)\,

o ile te calki istnieja. Pokaz, ze niekoniecznie zachodzi odwrotna impli-
kacja.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 18.02.2020r
Matematyka stosowana

Zadanie 1 « (8 punktow)
Roéwnanie iV
opisuje wzrost objetosci komoérek. W tym przypadku zakladamy, ze ilosé
dostarczanego pozywienia jest proporcjonalna do powierzchni komorki S ~
V23 za$ szybkoé¢ jego zuzycia proporcjonalna do objetosci. Funkeje aft)
i f(t) peia role odpowiednich wspolczynnikow. Sprawdzi¢, ze jesli w tym
modelu funkcje «a(t) i B(t) sa stale, to spelnione jest nastepujace prawo von
Bertalanffiego stwierdzajace, ze funkcja L(t) opisujaca zmiane rozmiaru li-

niowego wzrastajacej komorki spetnia réwnanie
dL
— =71(Le — L(1)),
= (Lo — L(1))
gdzie state r i L., opisujace wspotczynnik wzrostu i maksymalny rozmiar
liniowy komorki, nie zaleza od L(0).

Zadanie 2. (8 punktow)
Rozwazmy tancuch Markowa z macierza prawdopodobienistw przejs¢ po-
staci:

11 1
2 3 6
_ 1 3 1
P=|[2 01!
010

(i) Czy ten laricuch Markowa jest nieredukowalny?
(ii) Czy jest okresowy?

(iii) Wyznacz macierz, ktora jest granica ciagu macierzy {P"}>° | gdy n —
0.

Zadanie 3. (8 punktow)



Niech X = (X3, Xs, ..., X,,) bedzie proba z rozkladu o gestosci
1 x
fx) = 3 exP <_X> 1(0,00)-
Pokaz, ze

(i) estymator T,,(X) = nmin{X;, Xs, ..., X,,} jest nieobcigzonym estymato-
rem parametru A,

(ii) ciag estymatorow {T,}°°, nie jest zgodny.

Zadanie 4. (8 punktow)
Wyznacz wszystkie mozliwe wartosci wyrazenia

I:/S;DQZ dZ,
r < +1

jesli I jest krzywa regularng zamknieta, nieprzechodzaca przez zera mianow-
nika funkcji podcatkowe;j.

Zadanie 5. (8 punktow)
Rozwazmy przestrzen miarowa (R, Bor(R), \), gdzie A jest miara Lebes-
gue’a.

e (2 pkt.) Niech f: R — R bedzie dana wzorem f(x) = z? — 2. Niech
A = 1[0,2] UQ. Oblicz
/ fdx.
A

e (3 pkt.) Podaj przyklad funkcji, ktora nie jest catkowalna w sensie Rie-
manna, ale jest borelowska (borelowskos¢ tej funkcji nalezy wykazac).

e (3 pkt.) Pokaz, ze jezeli f = g prawie wszedzie, to

/fdA:/gd)\,

o ile te calki istnieja. Pokaz, ze niekoniecznie zachodzi odwrotna impli-
kacja.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 18.02.2020r
Analiza danych

Zadanie 1 « (8 punktow)
Niech X ma rozklad gamma z parametrami « i 3. Wyznacz EX* dla
k € N oraz VarX.

Zadanie 2. (8 punktow)

Niech X1, ..., X, beda m-wymiarowymi niezaleznymi wektorami losowy-
mi, n > m, pochodzacymi z m-wymiarowego rozktadu normalnego z wekto-
rem wartosci oczekiwanych p i jednostkowa macierza kowariancji I. Wyznacz
estymator najwiekszej wiarogodnosci f wektora wartosci oczekiwanych p.

Zadanie 3. (8 punktow)
Niech X = (X1, Xs, ..., X,,) bedzie proba z rozkladu o gestosci
1 x
flx) = 3 eXP <_X> 1(0,00)-
Pokaz, ze

(i) estymator T,,(X) = nmin{X;, X, ..., X;,} jest nieobciazonym estymato-
rem parametru A,

(ii) ciag estymatorow {T,,}2° | nie jest zgodny.

Zadanie 4. (8 punktow)
Wyznacz wszystkie mozliwe wartosci wyrazenia

I:/S;HQZ dZ,
r < +1

jesli I' jest krzywa regularna zamknieta, nieprzechodzaca przez zera mianow-
nika funkcji podcatkowe;j.

Zadanie 5. (8 punktow)
Rozwazmy przestrzen miarowa (R, Bor(R), \), gdzie A jest miara Lebes-
gue’a.



e (2 pkt.) Niech f: R — R bedzie dana wzorem f(x) = z* — 2. Niech
A = 10,2 UQ. Oblicz
/ Fdn.
A

e (3 pkt.) Podaj przyklad funkcji, ktora nie jest catkowalna w sensie Rie-
manna, ale jest borelowska (borelowskos¢ tej funkcji nalezy wykazac).

e (3 pkt.) Pokaz, ze jezeli f = g prawie wszedzie, to

/fd/\:/gd/\,

o ile te calki istnieja. Pokaz, ze niekoniecznie zachodzi odwrotna impli-
kacja.



