EGZAMIN MAGISTERSKI, 12.09.2019r
Matematyka w ekonomii i ubezpieczeniach

Zadanie 1 « (8 punktow)

Wartos$¢ szkody S ma rozktad okreslony na zbiorze N. Skladka netto za
nadwyzke tacznej wartosci szkod S ponad liczbe k wynosi:
k 1 2 3 4

E[(S — k)4+] | 5.2500 | 4.5500 | 3.9075 | 3.3310

Wylicz P(S = 2) + P(S = 3).

Zadanie 2. (8 punktow)

Szedcdziesieciolatek podpisuje umowe ubezpieczeniowa, w ramach ktorej
za rok powinien wptaci¢ sume z, po czym od razu zacznie otrzymywacé dozy-
wotnig rente wyptacang ze stalg intensywnoscia 1000. Oblicz x zakladajac,
ze przyszty czas zycia szesédziesieciolatka ma rozktad wyktadniczy z para-

1 . . . . . 1
metrem g oraz ze natezenie oprocentowania wynosli i

Zadanie 3. (8 punktow)

Zalozmy, ze mamy probke losowa (X, ..., X,,) z rozktadu wyktadniczego
7z parametrem \. Zalozmy, ze chcemy oszacowaé Srednia 1/A. W tym celu
korzystamy z dwoch estymatorow

1
Ty (X1 +Xo+ ...+ X,),

T
oraz
Ty = nM,, gdzie M, = max{X;, Xs,..., X, }.

(a) Wykaz, ze oba estymatory sa estymatorami nieobciazonymi $rednie;j.

(b) Przyjmujac za kryterium btad $redniokwadratowy, ktory z estymatorow
wybierzesz do estymacji sredniej?

Zadanie 4:. (8 punktow)



Obliczy¢ calke

/ ze* d
-_ 27
s1=2 (2 — Log)?

gdzie Log oznacza galaz gléwna logarytmu zespolonego. Wynik wyrazi¢ w
postaci algebraicznej a + bi.
Przyjmujemy, ze argument gtoéwny bierzemy z przedziatu [0, 27).

Zadanie 5. (8 punktow)
Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczna i niech dana bedzie funkcja
f: X - R. NaR, [0,1] i [0, 1]* rozwazamy metryki euklidesowe.

Podaj definicje ciagtosci funkcji f: X — R.

Pokaz, ze warunek ,, f~![(a, b)] jest kulg dla kazdego a < " jest dosta-
teczny do tego, by f byla ciagla, ale nie jest konieczny.

Czy istnieje ciagla surjekcja g: [0,1]* — R? Odpowiedz uzasadnij.

Cry istnieje ciagla surjekcja h: R — [0,1]? OdpowiedZ uzasadnij.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 12.09.2019r
Nauczycielska

Zadanie 1 « (8 punktow)

Dane sa punkty A, B, C, D lezace na wspolnym okregu, przy czym proste
AB i CD przecinaja sie w punkcie M. Udowodnié¢ podobienstwa trojkatow:
NADM ~ ANCBM oraz NACM ~ ADBM oraz rowno$é¢

AC-AD BC-BD
AM —  BM

Zadanie 2. (8 punktow)
Udowodnié ze jesli n € N, to liczba 132" + 6 dzieli sie przez 7.

Zadanie 3. (8 punktow)

Zalozmy, ze mamy probke losowa (X, ..., X,,) z rozkladu wyktadniczego
z parametrem \. Zalozmy, ze chcemy oszacowaé Srednig 1/A. W tym celu
korzystamy 7z dwoch estymatorow

1
T, = E(Xl +Xo+ ...+ X,),

oraz
Ty = nM,, gdzie M, = max{X;, Xs,..., X, }.

(a) Wykaz, ze oba estymatory sa estymatorami nieobciazonymi $redniej.

(b) Przyjmujac za kryterium btad $redniokwadratowy, ktory z estymatorow
wybierzesz do estymacji sredniej?

Zadanie 4:. (8 punktow)

Obliczy¢ catke
/ ze* J
R EE——— Z,
|z|=2 (’Z - L0g2>3

gdzie Log oznacza galaz gléwna logarytmu zespolonego. Wynik wyrazi¢ w
postaci algebraicznej a + bi.
Przyjmujemy, ze argument gtowny bierzemy z przedziatu [0, 27).



Zadanie 5. (8 punktow)
Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna i niech dana bedzie funkcja
f: X =R NaR,[0,1]i[0,1]? rozwazamy metryki euklidesowe.

Podaj definicje ciggtosci funkeji f: X — R.

e Pokaz, ze warunek ,,f~![(a,b)] jest kula dla kazdego a < b” jest dosta-
teczny do tego, by f byla ciagla, ale nie jest konieczny.

Czy istnieje ciggla surjekcja g: [0,1]*> — R? OdpowiedZ uzasadnij.

Czy istnieje ciagla surjekcja h: R — [0, 1]? OdpowiedZ uzasadnij.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 12.09.2019r
Zastosowania

Zadanie 1 « (8 punktow)

(i) Zmienna losowa X o rozkladzie Poissona z parametrem A\ ma funkcje
charakterystyczng exp(A(e® — 1)). Czy exp(A(e’™ — 1)) jest funkcja charak-
terystyczna. Jakiej zmiennej losowej?

Niech X (kK = 1,2,...), beda niezaleznymi zmiennymi losowymi; X z
funkcja charakterystyczna

EeitXr = e’\’“(eikt_l), t e R.

Oznaczmy przez S =Y 2~ X.
e (ii) Co trzeba zalozy¢ o A (oprocz tego, ze A\, > 0) aby S bylo zbiezne

wedtug rozkladu. Uzasadnié¢ odpowiedz.

e (iii) Obliczy¢ ES i VarS i poda¢ warunki na ich skonczonosé¢. Uzasad-
nic.

Zadanie 2. (8 punktow)
Niech B = (Q, F, (F)s, (By)i, P) bedzie ruchem Browna. Pokaz, ze

t
Yt:tBt—/ B, du (1)
0

jest martyngatem. Ponadto udowodnij, ze dlat > s E[(Y; —Y;)B,] =0
dla kazdego u < s. Uzasadnij wszystkie przejscia, powotujac sie na
odpowiednie twierdzenia (sprawdz zalozenia) i wlasnosci.

Zadanie 3. (8 punktow)

Niech Xi,...,X,, bedzie proba z rozktadu beta z parametrami o i .
Testujemy Hy: o= 3,8 =1 przeciwko H;:a=5,0=1. Wyznacz
test jednostajnie najmocniejszy na poziomie istotnosci o = 0.05. Jaka
jest moc testu przy alternatywie?

Zadanie 4. (8 punktow)



Obliczy¢ catke

/ ze* d
-_ 27
z1=2 (2 — Log)?

gdzie Log oznacza gataz gtéwna logarytmu zespolonego. Wynik wyrazi¢
w postaci algebraicznej a + bi.

Przyjmujemy, ze argument glowny bierzemy z przedziatu [0, 27).

Zadanie 5. (8 punktow)
Niech (X, d) bedzie przestrzenig metryczna i niech dana bedzie funkcja
f: X - R.NaR, [0,1] i [0, 1]* rozwazamy metryki euklidesowe.

— Podaj definicje ciaglosci funkcji f: X — R.

— Pokaz, ze warunek ,,f~![(a,b)] jest kula dla kazdego a < b” jest
dostateczny do tego, by f byta ciggta, ale nie jest konieczny.

— Czy istnieje ciagla surjekcja g: [0, 1] — R? Odpowiedz uzasadnij.
— Czy istnieje ciagla surjekcja h: R — [0, 1]7 Odpowied7 uzasadnij.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 12.09.2019r
Matematyka stosowana

Zadanie ]_ . (8 punktow)

Biolodzy badajacy ekosystem Morza Baltyckiego poinformowali prze-
myst rybacki o przetowieniu populacji ryb zyjacych w tym akwenie.
Zarzad przemystu rybackiego zdecydowal zaprzesta¢ odlowéw liczac
na to, ze populacja ryb po pewnym czasie odrodzi sie i bedzie mozna
kontynuowaé dziatalnos¢ na Battyku. Zalézmy, ze odlowy zostaly za-
przestane w chwili ¢ = 0 z populacja ryb rowna xy. Zaktadamy, ze po-
pulacja ryb rozwija sie zgodnie z modelem logistycznym z parametrem
wzrostu r i pojemnoscia Srodowiska K. Pytanie brzmi: kiedy nalezy
wznowi¢ odlowy? Niech z(t) oznacza populacje ryb, w chwili ¢, b(t)
- liczbe todzi rybackich oraz g "zdolnosé¢ potowows" przypadajaca na
jedna 16dz na jednostke czasu, dzieki czemu wskaznik potowdw wynosi

h(t) = gb(t)z(2).

(a) Niech ¢p oznacza moment wznowienia polow. Napisz rownania
rozniczkowe opisujace przyjety model rozwoju populacji ryb dla
t<tpit2>tp.

(b) Zalozmy, ze flota jest stala, b(t) = B. Dokonaj ubezwymiarowienia
modelu z punktu (a), skalujac czas i wielko$¢ populacji przyjmujac
odpowiednio, ze s =rtiu=z/K.

(c) Przy zalozeniu, ze po wznowieniu odlowéw populacja pozostanie
na stalym poziomie wyznacz optymalng liczbe todzi przy ktorej
odlow bedzie najwiekszy.

Zadanie 2. (8 punktow)

Niech {N(t),t > t} bedzie procesem Poissona. Czy proces {A(t),t > t}
zdefiniowany jako A(t) = N(at), gdzie a > 0 jest ustalona stata, jest
procesem Poissona? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 3. (8 punktow)



Zalozmy, ze mamy probke losowa (X1, ..., X,,) z rozktadu wyktadniczego
z parametrem \. Zalozmy, ze chcemy oszacowaé $rednia 1/A. W tym
celu korzystamy z dwoch estymatorow

1
(X1 + Xo+ ... + X),

n

T
oraz
Ty = nM,, gdzie M, = max{X;, Xs,..., X, }.
(a) Wykaz, ze oba estymatory sa estymatorami nieobciazonymi $red-
niej.
(b) Przyjmujac za kryterium blad s$redniokwadratowy, ktory z esty-
matoréw wybierzesz do estymacji sredniej?

Zadanie 4. (8 punktow)

Obliczy¢ catke
/ ze? J
T ;4%
z1=2 (2 — Log)?

gdzie Log oznacza galtaz gtowna logarytmu zespolonego. Wynik wyrazi¢
w postaci algebraicznej a + bi.

Przyjmujemy, ze argument glowny bierzemy z przedziatu [0, 27).

Zadanie 5. (8 punktow)

Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna i niech dana bedzie funkcja
f: X =R NaR,[0,1]i[0,1]* rozwazamy metryki euklidesowe.

— Podaj definicje cigglosci funkeji f: X — R.

— Pokaz, ze warunek ., f~'[(a,b)] jest kulg dla kazdego a < " jest
dostateczny do tego, by f byta ciggta, ale nie jest konieczny.

— Czy istnieje ciagla surjekcja g: [0, 1] — R? Odpowiedz uzasadnij.
— Czy istnieje ciggla surjekcja h: R — [0, 1]7 Odpowiedz uzasadnij.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 12.09.2019r
Analiza danych

Zadanie ]_ . (8 punktow)

Niech {X,,}7°, bedzie takim ciggiem zmiennych losowych, ze

Vn(X, —1) N N(0,2). Jaki jest graniczny rozktad zestandaryzowa-
nego ciagu {vX,}>2,? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 2. (8 punktow)

Niech © bedzie zbiorem parametrycznym, a P = {Fy : 6 € O} rodzing
rozktadow. Niech X = (Xi,...,X,) bedzie proba z rozkladu Fp, a
©1,...,0; podzbiorami zbioru ©. Dla ¢+ = 1,... )k, rozwazamy test
i = ¢i(X), na poziomie istotnosci o, hipotezy Hy; : 6 € ©; przeciwko
alternatywie Hy; : 6 € O, gdzie ©f jest dopetnieniem zbioru ©;. Niech
Oy = UF_,0,. Weryfikujemy H, : 6 € O przeciwko H; : 6 € OF testem
¢ = p(X), ktory odrzuca Hy na korzysé Hy, gdy wszystkie testy ¢;
odrzucaja Hy;. Oszacuj, mozliwie najdokladniej, rozmiar testu .

Zadanie 3. (8 punktow)

Zalozmy, ze mamy probke losowa (X7, ..., X,,) z rozkladu wyktadniczego
z parametrem \. Zaléozmy, ze chcemy oszacowaé $rednia 1/A. W tym
celu korzystamy z dwoch estymatorow

1
T1 - E(Xl —|—X2 —|— _'_Xn)a

oraz
Ty = nM,, gdzie M, =max{X;, Xs,..., X, }.

(a) Wykaz, ze oba estymatory sa estymatorami nieobcigzonymi $red-
niej.

(b) Przyjmujac za kryterium blad $redniokwadratowy, ktory z esty-
matorow wybierzesz do estymacji Sredniej?



Zadanie 4. (8 punktow)

Obliczy¢ catke
/ ze? d
-_— Z,
z1=2 (2 — Log)?

gdzie Log oznacza galtaz gtowna logarytmu zespolonego. Wynik wyrazi¢
w postaci algebraicznej a + bi.

Przyjmujemy, ze argument glowny bierzemy z przedziatu [0, 27).

Zadanie 5. (8 punktow)

Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna i niech dana bedzie funkcja
f: X =R NaR, [0,1] i [0,1]* rozwazamy metryki euklidesowe.

— Podaj definicje cigglosci funkeji f: X — R.

— Pokaz, ze warunek ., f~'[(a,b)] jest kulg dla kazdego a < " jest
dostateczny do tego, by f byta ciggta, ale nie jest konieczny.

— Czy istnieje ciagla surjekcja g: [0, 1]> — R? Odpowiedz uzasadnij.
— Czy istnieje ciggla surjekcja h: R — [0, 1]7 Odpowiedz uzasadnij.



