EGZAMIN MAGISTERSKI, 26.06.2019r
Matematyka w ekonomii i ubezpieczeniach

Zadanie ]_ . (8 punktow)

Dwa niezalezne portfele Si, Sy maja ztozone rozktady Poissona. S; ~
CPoisson(2, F), Sy ~ CPoisson(2,G), gdzie F jest dystrybuanta rozktadu
rownomiernego na {2,4, 6,8} oraz G jest dystrybuantg rozktadu réwnomier-
nego na {3,5,7,9}. Podaj wzor na dystrybuante zmiennej Sy + Ss.

(CPoisson(\, F) oznacza rozkltad zmiennej X + -+ + Xy, gdzie N ma
rozktad Poissona o wartosci $redniej A > 0, a zmienne X;, ¢ > 1 sg niezalez-
ne od N oraz tworza ciag niezaleznych zmiennych losowych o jednakowych
rozktadach o dystrybuancie F)

Zadanie 2. (8 punktow)

Niech Ty, bedzie zmienng losowa o rozktadzie wykladniczym z parame-
trem 0.02 opisujaca przyszly czas zycia dwudziestolatka podpisujacego umo-
we ubezpieczeniowa, w ktorej sktadki ptacone sa ze stala intensywnoscia i
ktora gwarantuje wyplate kwoty 1000 w chwili $mierci ubezpieczonego. Za-
ktadajac stata intensywnosé oprocentowania w czasie trwania ubezpieczenia
oraz ze zachodzi warunek réwnowaznosci

a) (6 pkt.) oblicz intensywnos¢ ptaconych skladek;

b) (2 pkt.) podaj wartos¢ rezerwy w chwili rozpoczecia trwania umowy.

Zadanie 3. (8 punktow)

Niech X = (X, Xy, ..., Xy) bedzie proba z rozkladu o dystrybuancie F.
Udowodni¢, ze dla kazdego t € IR dystrybuanta empiryczna F,(t; X) jest
nieobciazonym estymatorem F'(t).

Uwaga. Jesli nie pamietasz definicji dystrybuanty empirycznej to przypominamy,

1<j<n: X; <t
D A
n

gdzie # oznacza liczbe elementow zbioru.



Zadanie 4. (8 punktow)
Rozwazmy przestrzen euklidesowa R oraz przedzial A = [2, 3).

1. Czy A jest zwarty?

2. Czy A jest przeliczalng suma przedziatow otwartych o konicach wymier-
nych?

3. Czy A jest przeliczalnym przekrojem zbioréw otwartych?
4. Czy A jest mierzalny wzgledem miary Lebesgue’a na R?
Wszystkie odpowiedzi uzasadnij.

Zadanie 5. (8 punktow)
Dla jakich warto$ci z ponizszy wzor

ma sens. Wyznacz obszar holomorficznosci tej funkeji. Jaki jest promien
zbieznoéci tego szeregu?



EGZAMIN MAGISTERSKI, 26.06.2019r
Nauczycielska

Zadanie 1 « (8 punktow)

Mamy dany czworokat wypuklty ABCB, a punkty K, L, M, N sa §rod-
kami bokow AB, BC, CD, DA odpowiednio. Udowodnié¢, ze KLMN jest
rownolegtobokiem.

Zadanie 2. (8 punktow)
Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi nieréwnosé:

1+1+ —|—1<1 1
22 32 T 2 n’

Zadanie 3. (8 punktow)

Niech X = (X3, Xs, ..., X) bedzie proba z rozktadu o dystrybuancie F.
Udowodni¢, ze dla kazdego t € R dystrybuanta empiryczna F,(t; X) jest
nieobciazonym estymatorem F'(t).

Uwaga. Jesli nie pamietasz definicji dystrybuanty empirycznej to przypominamy,

1<53<n: P <
pnx) = HEEI=n st

n

gdzie # oznacza liczbe elementow zbioru.

Zadanie 4:. (8 punktow)
Rozwazmy przestrzen euklidesowa R oraz przedzial A = [2, 3).

1. Czy A jest zwarty?

2. Czy A jest przeliczalng sumg przedzialéw otwartych o koncach wymier-
nych?

3. Czy A jest przeliczalnym przekrojem zbioréw otwartych?

4. Czy A jest mierzalny wzgledem miary Lebesgue’a na R?



Wszystkie odpowiedzi uzasadnij.

Zadanie 5. (8 punktow)
Dla jakich warto$ci z ponizszy wzor

ma sens. Wyznacz obszar holomorficznosci tej funkeji. Jaki jest promien
zbieznoéci tego szeregu?



EGZAMIN MAGISTERSKI, 26.06.2019r
Zastosowania

Zadanie 1 . (8 punktow)

Niech a = (a,...,a,) 1 b = (by,...,b,) beda wektorami ortonormalny-
mi oraz Xi,...,X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym
rozktadzie standardowym normalnym. Oznaczmy

Sl = Zaka, SQ = Zkak
k=1 k=1

e (i) Obliczy¢ ES;, VarS; (j = 1,2) oraz cov(Sy, Sa).

e (ii) Jaki rozktad maja S;.

Zadanie 2. (8 punktow)
Niech B = (Q, F, (Fi)t, (Bt)s, P) bedzie ruchem Browna. Oblicz

E (/t Bﬁdu\ﬁ) : (1)

Uzasadnij wszystkie przejscia, powolujac sig na odpowiednie twierdze-
nia (sprawdz zalozenia) i wlasnosci.

Zadanie 3. (8 punktow)

Niech (X1,Y7),...,(X,,Y,) bedzie proba prosta z dwuwymiarowego

rozktadu normalnego z parametrami FX; = EY; = pu, VarX, =

VarY, = o2, Cou(X1,Y)) = po?. Definiujemy nowe zmienne Z; =

X,+Y, Ri=X;,-Y;,i=1,...,n. Niech py € (—1,1). Testujemy
Hy:p=po przeciwko Hi:p# po,

na podstawie statystyki

L T L S TR < PRy
T:S—%, gdzie SZZE;(Zi—Z)> SR:n—lg(Ri_PL)'

Wyznacz rozklad T przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy testowanej.



Zadanie 4. (8 punktow)

Rozwazmy przestrzen euklidesowa R oraz przedzial A = [2, 3).

1. Czy A jest zwarty?

2. Czy A jest przeliczalng suma przedzialéw otwartych o koncach
wymiernych?

3. Czy A jest przeliczalnym przekrojem zbioréw otwartych?

4. Czy A jest mierzalny wzgledem miary Lebesgue’a na R?

Wszystkie odpowiedzi uzasadnij.
Zadanie 5. (8 punktéw)

Dla jakich wartosci z ponizszy wzor

ma sens. Wyznacz obszar holomorficznosci tej funkeji. Jaki jest promien
zbieznoéci tego szeregu?



EGZAMIN MAGISTERSKI, 26.06.2019r
Matematyka stosowana

Zadanie 1 « (8 punktow)

Jezioro ma stala objeto$¢ V' (mierzona w km?) i zawiera w czasie t ma-
se (Q(t) substancji zanieczyszczajacej mierzona w kg. Masa poczatkowa
w chwili £ = 0 wynosi Qy. Zaktadamy, ze zanieczyszczenie jest réwno-
miernie rozmieszczone w caltym jeziorze, a wiec jego stezenie w kazdym
miejscu w jeziorze jest takie samo. Zakladamy, ze do jeziora wplywa w
tempie r (w km3/rok) zanieczyszczona woda zawierajaca stale stezenie
co zanieczyszczen oraz ze woda opuszcza jezioro w tym samym tempie.

(i) Wyznacz mase Q(t) zanieczyszczen w chwili ¢7

(ii) Jesli zakoriczone zostanie wprowadzania zanieczyszczen do jeziora,
czyli gdy cy = 0, to jaki czas uplynie zanim masa zanieczyszczen
zostanie zredukowana o potowe?

(iii) Oszacuj czas potrzebny na zredukowanie masy zanieczyszczen do
poziomu 10% ich poczatkowej wartosci w sytuacji gdy V' = 460 [km?]
i =175 [km?/rok].

Zadanie 2. (8 punktow)

Rozpatrzmy nastepujacy model mutacji nici DNA. Kazdy nukleotydy
podlega mutacji w spos6b niezalezny od pozostatych nukleotydéw. Przy
kazdej replikacji nici DNA, kazdy z czterech nukleotydow A,C,G,T
moze zostac zastapiony przez nukleotyd innego typu z tym samym usta-
lonym prawdopodobienstwem a.

(a) Zaproponuj, oparty o tancuch Markowa, model matematyczny opi-
sujacy ten proces mutacji.

(b) Zalozmy, ze w wybranym miejscu nici DNA znajduje sie poczat-
kowo nukleotyd C. Jaka jest $rednia liczba replikacji do momentu
pojawienia sie nukleotydu G w tym ustalonym miejscu nici DNA?



(c) Zaktadamy, ze ni¢ DNA podlegata bardzo duzej liczbie replikacji.
Jakiej przyblizonej czestosci poszczegolnych nukleotydow mozemy
sie wtedy spodziewa¢ w jej sktadzie.

(d) Czy zdefiniowany przez Ciebie tancuch Markowa jest odwracalny
w czasie?

Zadanie 3. (8 punktow)

Niech X = (X3, Xy, ..., Xy) bedzie proba z rozkladu o dystrybuancie
F. Udowodni¢, ze dla kazdego ¢t € IR dystrybuanta empiryczna F), (t; X)
jest nieobciazonym estymatorem F'(t).

Uwaga. Jesli nie pamietasz definicji dystrybuanty empirycznej to przypomi-
namy,

#{1<j<n:X; <t}
n )

Fo(t;X) =

gdzie # oznacza liczbe elementow zbioru.

Zadanie 4. (8 punktow)

Rozwazmy przestrzen euklidesowa R oraz przedzial A = [2, 3).

1. Czy A jest zwarty?

2. Czy A jest przeliczalng suma przedziatléw otwartych o koncach
wymiernych?

3. Czy A jest przeliczalnym przekrojem zbioréw otwartych?

4. Czy A jest mierzalny wzgledem miary Lebesgue’a na R?

Wszystkie odpowiedzi uzasadnij.

Zadanie 5. (8 punktow)
Dla jakich wartosci z ponizszy wzor
z + z
H
fiz ; 2i)"n?

ma sens. Wyznacz obszar holomorficznosci tej funkeji. Jaki jest promien
zbieznosci tego szeregu?



EGZAMIN MAGISTERSKI, 26.06.2019r
Matematyka teoretyczna

Zadanie ]_ . (8 punktow)

Rozstrzygnij, czy istnieje skoniczenie czy nieskoriczenie wiele piergcieni
(z doktadnoscia do izomorfizmu), ktorych grupa elementéw odwracal-
nych ma rzad bedacy liczba pierwsza. Jesli jest ich skonczenie wiele,
wyznacz ich liczbe.

Zadanie 2. (8 punktow)

Odcinek taczacy punkty (1,0,0) 1 (3,0,0) jest zawarty w potplaszczyz-
nie H = {(x,0,2) : © > 0}, i obraca sie w tej polaszczyznie wokot
swojego srodka ze stata predkoscia katowa. Jednocze$nie poélptaszczy-
zna H obraca si¢ wraz z tym odcinkiem wokol osi Oz ze stalg predkoscia
katowa dwa razy wicksza. Podczas jednokrotnego obiegu potplaszczy-
zny wokoét osi Oz odcinek zakresla powierzchnie, ktora jest wstega Mo-
ebiusa. Wyprowadz parametryczne rOwnanie tej powierzchni, zalezne
od parametru dlugosci t € [—1,1] na ruchomym odcinku, i od kata
0 € [0,27] o jaki obrocona zostata polplaszczyzna.

WSKAZOWKA: Rozwaz macierz obrotu o kat 6 wokot osi Oz, i natoz
ja na wektor wodzacy punktu na odpowiednio obré6conym odcinku.

Zadanie 3. (8 punktow)
Niech (X, p) bedzie przestrzenia metryczna. Niech
B(x,r) ={y € X : p(z,y) <r}

oznacza kule o $rodku w punkcie x € X i promieniu » > 0. Niech
E C X iz e X, wtedy nastepujace warunki sa rownowazne:

(i) = € clF, gdzie clE oznacza domkniecie zbioru E;
(i) B(z,r) N E # 0 dla wszystkich r > 0;
(iii) Istnieje ciag (zn)ne € F ktory zbiega do x.



Zadanie 4. (8 punktow)

Rozwazmy przestrzen euklidesowa R oraz przedzial A = [2, 3).

1. Czy A jest zwarty?

2. Czy A jest przeliczalng suma przedzialéw otwartych o koncach
wymiernych?

3. Czy A jest przeliczalnym przekrojem zbioréw otwartych?

4. Czy A jest mierzalny wzgledem miary Lebesgue’a na R?

Wszystkie odpowiedzi uzasadnij.
Zadanie 5. (8 punktéw)

Dla jakich wartosci z ponizszy wzor

ma sens. Wyznacz obszar holomorficznosci tej funkeji. Jaki jest promien
zbieznoéci tego szeregu?



EGZAMIN MAGISTERSKI, 26.06.2019r
Analiza danych

Zadanie ]_ . (8 punktow)

Niech X bedzie zmienng losowa o rozkladzie z dystrybuanta F' i gesto-
scig f. Wyznacz rozktad zmiennej losowej Y = aX + b, a,b € R.

Zadanie 2. (8 punktow)

Rozwazmy model liniowy Y = 1a + X. 8 + e, gdzie X, jest macierza
scentrowang. Niech X = [1X.], a b = (a,8). Wtedy Y = Xb+e.
Zalozmy, ze macierz planu ma posta¢ X = [L¢ --- ¢, a jej kolum-
ny sa ortogonalne. Wykaz, ze estymator MNK wektora b ma postac
b= (Y,by,... ,I;p)’, gdzie Bj jest estymatorem MNK w modelu regresji
liniowej Y; = bjcij +e;, i =1,...,n,dlaj=1,...,p.

Zadanie 3. (8 punktow)

Niech X = (Xj, X, ..., Xy) bedzie proba z rozktadu o dystrybuancie
F. Udowodni¢, ze dla kazdego t € R dystrybuanta empiryczna F, (t; X)
jest nieobciazonym estymatorem F'(t).

Uwaga. Jesli nie pamictasz definicyi dystrybuanty empirycznej to przypomi-

namy,
#1<j<n:X;<t

gdzie # oznacza liczbe elementow zbioru.

Zadanie 4:. (8 punktow)

Rozwazmy przestrzen euklidesowa R oraz przedzial A = [2,3).

1. Czy A jest zwarty?

2. Czy A jest przeliczalng suma przedzialéw otwartych o koncach
wymiernych?



3. Czy A jest przeliczalnym przekrojem zbioréw otwartych?

4. Czy A jest mierzalny wzgledem miary Lebesgue’a na R?

Wszystkie odpowiedzi uzasadnij.
Zadanie 5. (8 punktow)

Dla jakich wartosci z ponizszy wzor

ma sens. Wyznacz obszar holomorficznosci tej funkeji. Jaki jest promien
zbieznoéci tego szeregu?



