EGZAMIN MAGISTERSKI, 12.09.2018r
Matematyka w ekonomii i ubezpieczeniach

Zadanie 1 « (8 punktow)
O rozktadzie pewnego ryzyka S wiemy, ze:

o E[(S—20),]=8

E[S]10 < § < 20] = 13

o P(S<20)=3

T4

° P(Sgl()):i.

Obliczy sktadke E[(S — 10).].

Zadanie 2. (8 punktow)

Niech T, bedzie nieujemna zmienng losowa z gestoscia f,.(t) = ce™ dla
t > 0, opisujaca przyszly czas zycia z-latka. Ponadto wiadomo, ze E(Ty) =
50. Oblicz ¢ oraz Y, k|d30-

Zadanie 3. (8 punktow)
Rozpatrzmy zagadnienie regresji liniowej
Y;:Oé—FﬁXl—l-Uz, i:1,2,...,n,

gdzie U; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o sredniej zero i skoriczonej
wariancji o2 Niech & oraz 3 beda estymatorami, wyznaczonymi metoda naj-
mniejszych kwadratow, odpowiednio dla « i 8. Korzystajac z faktu, ze [ jest
nieobcigzonym estymatorem parametru [ wykaz, ze & jest nieobcigzonym
estymatorem dla a.

Zadanie 4:. (8 punktow)
Rozwazmy przestrzen funkeji ciagtych C0,1] okreslonych na odcinku
[0,1] i o wartosciach rzeczywistych, z metryka

dsup(f,9) = sup{|f(z) = g(x)]: = € [0, 1]}.



Niech A C C'[0, 1] bedzie zbiorem sktadajacym sie z funkcji przyjmujacych
co najmniej jedng dodatnig wartos¢, tzn.

A={feC|0,1]: Jz € [0,1] f(z) > 0}.
1. Czy zbiér A jest otwarty w (C|0, 1], dsup)?
2. Czy zbior A jest domknigty w (C[0, 1], dup)?
3. Czy zbior A jest zwarty w (C[0, 1], dsyp)?

Wszystkie odpowiedzi uzasadnij.

Zadanie 5. (8 punktow)
Zmalez¢ wszystkie mozliwe wartosci catki

22 —4
/ﬁdz,
L 22 (24 1)

gdy v jest krzywa regularna, zamkniety, zorientowang dodatnio, ktora nie
przechodzi przez 01 —1



EGZAMIN MAGISTERSKI, 12.09.2018r
Nauczycielska

Zadanie 1 « (8 punktow)

Okregi 01 i 09, 0 $rodkach Oy, Oy, sa wewnetrznie styczne w pukcie 5,
01 jest okregiem wewnetrznym. Cieciwa AB okregu oy jest styczna do o
w punkcie C, przy czym SB < SA. Udowodnié, ze jesli <SO,C = 2« i
ISOA =208 to <ASC = <«BSC = — a.

Zadanie 2. (8 punktow)
Liczby Fibonacciego zdefiniowane s nastepujaco: Fop =0, Fy =1, F,, =
F,_1+ F, > dlan > 2. Udowodni¢, ze

n—1
§ F21'+1 = F2n~
=0

Zadanie 3. (8 punktow)
Rozpatrzmy zagadnienie regresji liniowej
Yi=a+6X;+U;, i=12..n,

gdzie U; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o $redniej zero i skoriczonej
wariancji o Niech & oraz B beda estymatorami, wyznaczonymi metoda naj-
mniejszych kwadratow, odpowiednio dla a i 5. Korzystajac z faktu, ze Bjest
nieobcigzonym estymatorem parametru § wykaz, ze & jest nieobcigzonym
estymatorem dla a.

Zadanie 4. (8 punktow)
Rozwazmy przestrzen funkeji ciagtych C10,1] okreslonych na odcinku
[0,1] 1 o wartosciach rzeczywistych, z metryka

dup(f; 9) = sup{[f(z) — g(z)|: = € [0,1]}.
Niech A C ([0, 1] bedzie zbiorem sktadajacym sie z funkcji przyjmujacych
co najmniej jedna dodatnig wartos$¢, tzn.

A={feC0,1: 3w e0,1] f(x) > 0}.



1. Czy zbiér A jest otwarty w (C[0, 1], dsyp)?

2. Czy zbior A jest domkniety w (C[0, 1], dsup)?

3. Czy zbior A jest zwarty w (C[0, 1], dsyp)?
Wszystkie odpowiedzi uzasadnij.

Zadanie 5. (8 punktow)
Zmalez¢ wszystkie mozliwe wartosci catki

2
—4
[t
L 222+ 1)

gdy v jest krzywa regularng, zamknietg, zorientowana dodatnio, ktora nie
przechodzi przez 01 —1¢



EGZAMIN MAGISTERSKI, 12.09.2018r
Zastosowania

Zadanie ]_ . (8 punktow)

Niech X; = 1;Y; (j =1,2,...), gdzie Iy, I5, ... sa niezalezne o rozkladzie
P(l; =0) =¢qj, P(I; = 1) = p;, gdzie p; > 0ip; +¢; = 1 oraz Y1,Ys,...
niezalezne o jednakowym rozkltadzie, (scisle) dodatnie i niezalezne od ciagu
().

(i) Napisa¢ rozklad zmiennej X; oraz obliczy¢ jej érednig i wariancje.

(ii) Pokazac, ze jesli > 2 p; < oo, to szereg Z = > X jest zbiezny p.n
p.
(iii) Obliczy¢ EZ i VarZ. Poda¢ warunki na skoriczonosé.

Zadanie 2. (8 punktow)
Oblicz granice

gdzie N; jest procesem Poissona. Podaj rodzaj zbieznosci. Odpowiedz uza-
sadnij.

Zadanie 3. (8 punktow)

Niech X7, ..., X, bedzie proba z rozktadu o gestosci f(x) = Nexp{—Az}1(x >
0), A > 0. Wyznacz estymator nieobcigzony o minimalnej wariancji parame-
tru A. Czy istnieje rozktad a priori wzgledem ktorego wyznaczony ENMW
jest bayesowski przy kwadratowej funkcji straty? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 4. (8 punktow)

Rozwazmy przestrzen funkcji ciagtych C10,1] okreslonych na odcinku
[0,1] i o wartoSciach rzeczywistych, z metryka

dsup ([, 9) = sup{|[f(z) = g(2)|: © € [0,1]}.

Niech A C ([0, 1] bedzie zbiorem sktadajacym sie z funkcji przyjmujacych
co najmniej jedng dodatnig wartosc¢, tzn.



A={feC|0,1]: 3z €[0,1] f(z) > 0}.
1. Czy zbior A jest otwarty w (C10, 1], dup)?
2. Czy zbior A jest domkniety w (C10, 1], dsup)?
3. Czy zbior A jest zwarty w (C10, 1], dsup)?

Wszystkie odpowiedzi uzasadnij.

Zadanie 5. (8 punktow)
Zmnalez¢ wszystkie mozliwe wartosci catki

2
—4
/%dz,
5 22 (2 + 1)

gdy v jest krzywa regularna, zamknieta, zorientowana dodatnio, ktoéra nie
przechodzi przez 01 —1



EGZAMIN MAGISTERSKI, 12.09.2018r
Matematyka stosowana

Zadanie 1 « (8 punktow)
Niech N(t) oznacza wielkos¢ populacji w chwili ¢, ktorej rozwoj w czasie
opisany jest réwnaniem logistycznym
dN N
%—T(l—?)N, ]\[(O)—]\fo7
gdzie K, r i Ny sg dodatnimi stalymi.
W pewnym momencie czasu populacja ta zaczyna podlegaé¢ odtowom na sta-
lym poziomie E.

(i) Podaj posta¢ réwnania opisujacego rozwoj populacji w tak zmienionych
warunkach.

(ii) Wyznacz wielkosé populacji, przy ktorej rozwija sie ona najszybciej.

(iii) Podaj wartos¢ maksymalnego mozliwego odlowu, ktory nie powoduje
wymarcia populacji.

Zadanie 2. (8 punktow)

System sktada sie z dwoch podzespoléw A i B. Czasy do awarii podze-
spotow A i B maja rozktad wykladniczy z parametrami, odpowiednio ay i
ap. Podzespoty ulegajg awarii w sposob niezalezny i gdy jeden z nich ulegnie
awarii caly system ulega awarii. Oblicz oczekiwany czas do awarii calego
systemu.

Zadanie 3. (8 punktow)
Rozpatrzmy zagadnienie regresji liniowej
Y;:Ck—FﬁXl—FUZ, i:1,2,...,n,

gdzie U; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o sredniej zero i skonczonej
wariancji o2 Niech & oraz 3 beda estymatorami, wyznaczonymi metoda naj-
mniejszych kwadratow, odpowiednio dla « i 8. Korzystajac z faktu, ze [ jest
nieobcigzonym estymatorem parametru § wykaz, ze & jest nieobcigzonym
estymatorem dla a.



Zadanie 4. (8 punktow)
Rozwazmy przestrzen funkeji ciagtych C[0,1] okreslonych na odcinku
[0,1] i o wartosciach rzeczywistych, z metryka

dsup(f, 9) = sup{|f(z) = g(2)]: = € [0, 1]}

Niech A C ([0, 1] bedzie zbiorem sktadajacym sie z funkcji przyjmujacych
co najmniej jedng dodatnig wartos¢, tzn.

A={feC[0,1]: 3x € [0,1] f(x) > 0}.
1. Czy zbior A jest otwarty w (C|0, 1], dsup)?
2. Czy zbior A jest domkniety w (C|0, 1], dgup)?
3. Czy zbior A jest zwarty w (C[0, 1], dsyp)?

Wszystkie odpowiedzi uzasadnij.

Zadanie 5. (8 punktow)
Zmalez¢ wszystkie mozliwe wartosci catki

22— 4
/ﬁdz,
L 22(2 4 1)

gdy v jest krzywa regularna, zamkniety, zorientowang dodatnio, ktora nie
przechodzi przez 01 —1



EGZAMIN MAGISTERSKI, 12.09.2018r
Analiza danych

Zadanie ]_ . (8 punktow)

Niech X bedzie zmienng losowa o rozkladzie N(0,1). Wyznacz funkcje
charakterystyczna zmiennej losowej X. Jaka postaé bedzie miata funkcja cha-
rakterystyczna zmiennej losowej Y =aX + b, a > 0,b € R?

Zadanie 2. (8 punktow)

Niech Xi,..., X5 beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladach
N(pi, 1), i =1,...,5, odpowiednio. Rozwazamy problem testowania zbioru
hipotez

{Hmiuz‘:O, Hy; @ pi # 0, i:17-~75}~
Na podstawie i-tej obserwacji weryfikujemy ¢-ta hipoteze. Zaobserwowano:
1.870, —2.143, —1.480, —1.950, 1.576.

Ktoére z hipotez mozna odrzuci¢, aby kontrolowac

(i) blad I-ego rodzaju na poziomie istotnosci o = 0.17
(ii) FDR na poziomie 0.17

(ii) FW ER na poziomie 0.17

Odpowiedz uzasadnij.

Kwantyle

Rozktad | 090 091 092 093 094 095 096 097 0.98

0.99

N(0,1) | 1.282 1.341 1.405 1.476 1.555 1.645 1.751 1.881 2.054

Zadanie 3. (8 punktow)
Rozpatrzmy zagadnienie regresji liniowej
Y;:Oé—FﬁXl—l-Uz, i:1,2,...,n,
gdzie U; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o $redniej zero 1 skoriczone]
wariancji o Niech & oraz 3 beda estymatorami, wyznaczonymi metoda naj-
mniejszych kwadratow, odpowiednio dla a i 8. Korzystajac z faktu, ze 5 jest

2.326



nieobcigzonym estymatorem parametru § wykaz, ze & jest nieobcigzonym
estymatorem dla a.

Zadanie 4. (8 punktow)
Rozwazmy przestrzen funkeji ciagtych C[0,1] okreslonych na odcinku
[0,1] i o wartosciach rzeczywistych, z metryka

dsup(f, 9) = sup{|f(x) = g(2)]: = € [0, 1]}

Niech A C C'[0, 1] bedzie zbiorem sktadajacym sie z funkcji przyjmujacych
co najmniej jedng dodatnig wartos¢, tzn.

A={feC|0,1]: Jz € [0,1] f(z) > 0}.
1. Czy zbiér A jest otwarty w (C[0, 1], dsyp)?
2. Czy zbior A jest domkniety w (C[0, 1], dsup)?
3. Czy zbior A jest zwarty w (C[0, 1], dsup)?

Wszystkie odpowiedzi uzasadnij.

Zadanie 5. (8 punktow)
Zmalez¢ wszystkie mozliwe wartosci catki

2
—4
[t
L 22(2 4 1)

gdy v jest krzywa regularng, zamknietg, zorientowana dodatnio, ktora nie
przechodzi przez 01 —1¢



