
EGZAMIN MAGISTERSKI, 12.09.2018r
Matematyka w ekonomii i ubezpieczeniach

Zadanie 1. (8 punktów)
O rozkªadzie pewnego ryzyka S wiemy, »e:

• E[(S − 20)+] = 8

• E[S|10 < S ≤ 20] = 13

• P (S ≤ 20) = 3
4

• P (S ≤ 10) = 1
4
.

Obliczy skªadk¦ E[(S − 10)+].

Zadanie 2. (8 punktów)
Niech Tx b¦dzie nieujemn¡ zmienn¡ losow¡ z g¦sto±ci¡ fx(t) = ce−ct dla

t ≥ 0, opisuj¡c¡ przyszªy czas »ycia x-latka. Ponadto wiadomo, »e E(T20) =
50. Oblicz c oraz

∑∞
k=0 k|q30.

Zadanie 3. (8 punktów)
Rozpatrzmy zagadnienie regresji liniowej

Yi = α + βXi + Ui, i = 1, 2, ..., n,

gdzie Ui s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o ±redniej zero i sko«czonej
wariancji σ2 Niech α̂ oraz β̂ b¦d¡ estymatorami, wyznaczonymi metod¡ naj-
mniejszych kwadratów, odpowiednio dla α i β. Korzystaj¡c z faktu, »e β̂ jest
nieobci¡»onym estymatorem parametru β wyka», »e α̂ jest nieobci¡»onym
estymatorem dla α.

Zadanie 4. (8 punktów)
Rozwa»my przestrze« funkcji ci¡gªych C[0, 1] okre±lonych na odcinku

[0, 1] i o warto±ciach rzeczywistych, z metryk¡

dsup(f, g) = sup{|f(x)− g(x)| : x ∈ [0, 1]}.



Niech A ⊆ C[0, 1] b¦dzie zbiorem skªadaj¡cym si¦ z funkcji przyjmuj¡cych
co najmniej jedn¡ dodatni¡ warto±¢, tzn.

A = {f ∈ C[0, 1] : ∃x ∈ [0, 1] f(x) > 0}.

1. Czy zbiór A jest otwarty w (C[0, 1], dsup)?

2. Czy zbiór A jest domkni¦ty w (C[0, 1], dsup)?

3. Czy zbiór A jest zwarty w (C[0, 1], dsup)?

Wszystkie odpowiedzi uzasadnij.

Zadanie 5. (8 punktów)
Znale¹¢ wszystkie mo»liwe warto±ci caªki∫

γ

z2 − 4

z2(z + i)
dz,

gdy γ jest krzyw¡ regularn¡, zamkni¦t¡, zorientowan¡ dodatnio, która nie
przechodzi przez 0 i −i



EGZAMIN MAGISTERSKI, 12.09.2018r
Nauczycielska

Zadanie 1. (8 punktów)
Okr¦gi o1 i o2, o ±rodkach O1, O2, s¡ wewn¦trznie styczne w pukcie S,

o1 jest okr¦giem wewn¦trznym. Ci¦ciwa AB okr¦gu o2 jest styczna do o1
w punkcie C, przy czym SB ≤ SA. Udowodni¢, »e je±li ^SO1C = 2α i
^SO2A = 2β to ^ASC = ^BSC = β − α.

Zadanie 2. (8 punktów)
Liczby Fibonacciego zde�niowane s¡ nast¦puj¡co: F0 = 0, F1 = 1, Fn =

Fn−1 + Fn−2 dla n ≥ 2. Udowodni¢, »e
n−1∑
i=0

F2i+1 = F2n.

Zadanie 3. (8 punktów)
Rozpatrzmy zagadnienie regresji liniowej

Yi = α + βXi + Ui, i = 1, 2, ..., n,

gdzie Ui s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o ±redniej zero i sko«czonej
wariancji σ2 Niech α̂ oraz β̂ b¦d¡ estymatorami, wyznaczonymi metod¡ naj-
mniejszych kwadratów, odpowiednio dla α i β. Korzystaj¡c z faktu, »e β̂ jest
nieobci¡»onym estymatorem parametru β wyka», »e α̂ jest nieobci¡»onym
estymatorem dla α.

Zadanie 4. (8 punktów)
Rozwa»my przestrze« funkcji ci¡gªych C[0, 1] okre±lonych na odcinku

[0, 1] i o warto±ciach rzeczywistych, z metryk¡

dsup(f, g) = sup{|f(x)− g(x)| : x ∈ [0, 1]}.
Niech A ⊆ C[0, 1] b¦dzie zbiorem skªadaj¡cym si¦ z funkcji przyjmuj¡cych

co najmniej jedn¡ dodatni¡ warto±¢, tzn.

A = {f ∈ C[0, 1] : ∃x ∈ [0, 1] f(x) > 0}.



1. Czy zbiór A jest otwarty w (C[0, 1], dsup)?

2. Czy zbiór A jest domkni¦ty w (C[0, 1], dsup)?

3. Czy zbiór A jest zwarty w (C[0, 1], dsup)?

Wszystkie odpowiedzi uzasadnij.

Zadanie 5. (8 punktów)
Znale¹¢ wszystkie mo»liwe warto±ci caªki∫

γ

z2 − 4

z2(z + i)
dz,

gdy γ jest krzyw¡ regularn¡, zamkni¦t¡, zorientowan¡ dodatnio, która nie
przechodzi przez 0 i −i



EGZAMIN MAGISTERSKI, 12.09.2018r
Zastosowania

Zadanie 1. (8 punktów)

Niech Xj = IjYj (j = 1, 2, . . .), gdzie I1, I2, . . . s¡ niezale»ne o rozkªadzie
P(Ij = 0) = qj, P(Ij = 1) = pj, gdzie pj ≥ 0 i pj + qj = 1 oraz Y1, Y2, . . .
niezale»ne o jednakowym rozkªadzie, (±ci±le) dodatnie i niezale»ne od ci¡gu
(Ij).
(i) Napisa¢ rozkªad zmiennej Xj oraz obliczy¢ jej ±redni¡ i wariancj¦.
(ii) Pokaza¢, »e je±li

∑∞
j=1 pj < ∞, to szereg Z =

∑∞
j=1Xj jest zbie»ny p.n

p.
(iii) Obliczy¢ EZ i VarZ. Poda¢ warunki na sko«czono±¢.

Zadanie 2. (8 punktów)

Oblicz granic¦

lim
n→∞

Nt

t
,

gdzie Nt jest procesem Poissona. Podaj rodzaj zbie»no±ci. Odpowied¹ uza-
sadnij.

Zadanie 3. (8 punktów)

NiechX1, . . . , Xn b¦dzie prób¡ z rozkªadu o g¦sto±ci f(x) = λ exp{−λx}1(x >
0), λ > 0. Wyznacz estymator nieobci¡»ony o minimalnej wariancji parame-
tru λ. Czy istnieje rozkªad a priori wzgl¦dem którego wyznaczony ENMW
jest bayesowski przy kwadratowej funkcji straty? Odpowied¹ uzasadnij.

Zadanie 4. (8 punktów)

Rozwa»my przestrze« funkcji ci¡gªych C[0, 1] okre±lonych na odcinku
[0, 1] i o warto±ciach rzeczywistych, z metryk¡

dsup(f, g) = sup{|f(x)− g(x)| : x ∈ [0, 1]}.

Niech A ⊆ C[0, 1] b¦dzie zbiorem skªadaj¡cym si¦ z funkcji przyjmuj¡cych
co najmniej jedn¡ dodatni¡ warto±¢, tzn.



A = {f ∈ C[0, 1] : ∃x ∈ [0, 1] f(x) > 0}.

1. Czy zbiór A jest otwarty w (C[0, 1], dsup)?

2. Czy zbiór A jest domkni¦ty w (C[0, 1], dsup)?

3. Czy zbiór A jest zwarty w (C[0, 1], dsup)?

Wszystkie odpowiedzi uzasadnij.

Zadanie 5. (8 punktów)
Znale¹¢ wszystkie mo»liwe warto±ci caªki∫

γ

z2 − 4

z2(z + i)
dz,

gdy γ jest krzyw¡ regularn¡, zamkni¦t¡, zorientowan¡ dodatnio, która nie
przechodzi przez 0 i −i



EGZAMIN MAGISTERSKI, 12.09.2018r
Matematyka stosowana

Zadanie 1. (8 punktów)
Niech N(t) oznacza wielko±¢ populacji w chwili t, której rozwój w czasie

opisany jest równaniem logistycznym

dN

dt
= r

(
1− N

K

)
N, N(0) = N0,

gdzie K, r i N0 s¡ dodatnimi staªymi.
W pewnym momencie czasu populacja ta zaczyna podlega¢ odªowom na sta-
ªym poziomie E.

(i) Podaj posta¢ równania opisuj¡cego rozwój populacji w tak zmienionych
warunkach.

(ii) Wyznacz wielko±¢ populacji, przy której rozwija si¦ ona najszybciej.

(iii) Podaj warto±¢ maksymalnego mo»liwego odªowu, który nie powoduje
wymarcia populacji.

Zadanie 2. (8 punktów)
System skªada si¦ z dwóch podzespoªów A i B. Czasy do awarii podze-

spoªów A i B maj¡ rozkªad wykªadniczy z parametrami, odpowiednio α1 i
α2. Podzespoªy ulegaj¡ awarii w sposób niezale»ny i gdy jeden z nich ulegnie
awarii caªy system ulega awarii. Oblicz oczekiwany czas do awarii caªego
systemu.

Zadanie 3. (8 punktów)
Rozpatrzmy zagadnienie regresji liniowej

Yi = α + βXi + Ui, i = 1, 2, ..., n,

gdzie Ui s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o ±redniej zero i sko«czonej
wariancji σ2 Niech α̂ oraz β̂ b¦d¡ estymatorami, wyznaczonymi metod¡ naj-
mniejszych kwadratów, odpowiednio dla α i β. Korzystaj¡c z faktu, »e β̂ jest
nieobci¡»onym estymatorem parametru β wyka», »e α̂ jest nieobci¡»onym
estymatorem dla α.



Zadanie 4. (8 punktów)
Rozwa»my przestrze« funkcji ci¡gªych C[0, 1] okre±lonych na odcinku

[0, 1] i o warto±ciach rzeczywistych, z metryk¡

dsup(f, g) = sup{|f(x)− g(x)| : x ∈ [0, 1]}.

Niech A ⊆ C[0, 1] b¦dzie zbiorem skªadaj¡cym si¦ z funkcji przyjmuj¡cych
co najmniej jedn¡ dodatni¡ warto±¢, tzn.

A = {f ∈ C[0, 1] : ∃x ∈ [0, 1] f(x) > 0}.

1. Czy zbiór A jest otwarty w (C[0, 1], dsup)?

2. Czy zbiór A jest domkni¦ty w (C[0, 1], dsup)?

3. Czy zbiór A jest zwarty w (C[0, 1], dsup)?

Wszystkie odpowiedzi uzasadnij.

Zadanie 5. (8 punktów)
Znale¹¢ wszystkie mo»liwe warto±ci caªki∫

γ

z2 − 4

z2(z + i)
dz,

gdy γ jest krzyw¡ regularn¡, zamkni¦t¡, zorientowan¡ dodatnio, która nie
przechodzi przez 0 i −i



EGZAMIN MAGISTERSKI, 12.09.2018r
Analiza danych

Zadanie 1. (8 punktów)
Niech X b¦dzie zmienn¡ losow¡ o rozkªadzie N(0, 1). Wyznacz funkcj¦

charakterystyczn¡ zmiennej losowej X. Jak¡ posta¢ b¦dzie miaªa funkcja cha-
rakterystyczna zmiennej losowej Y = aX + b, a > 0, b ∈ R?

Zadanie 2. (8 punktów)
Niech X1, . . . , X5 b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadach

N(µi, 1), i = 1, . . . , 5, odpowiednio. Rozwa»amy problem testowania zbioru
hipotez

{H0i : µi = 0, H1i : µi 6= 0, i = 1, . . . , 5}.

Na podstawie i-tej obserwacji wery�kujemy i-t¡ hipotez¦. Zaobserwowano:

1.870,−2.143,−1.480,−1.950, 1.576.
Które z hipotez mo»na odrzuci¢, aby kontrolowa¢
(i) bª¡d I-ego rodzaju na poziomie istotno±ci α = 0.1?
(ii) FDR na poziomie 0.1?
(ii) FWER na poziomie 0.1?
Odpowied¹ uzasadnij.

Kwantyle
Rozkªad 0.90 0.91 0.92 0.93 0.94 0.95 0.96 0.97 0.98 0.99
N(0, 1) 1.282 1.341 1.405 1.476 1.555 1.645 1.751 1.881 2.054 2.326

Zadanie 3. (8 punktów)
Rozpatrzmy zagadnienie regresji liniowej

Yi = α + βXi + Ui, i = 1, 2, ..., n,

gdzie Ui s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o ±redniej zero i sko«czonej
wariancji σ2 Niech α̂ oraz β̂ b¦d¡ estymatorami, wyznaczonymi metod¡ naj-
mniejszych kwadratów, odpowiednio dla α i β. Korzystaj¡c z faktu, »e β̂ jest



nieobci¡»onym estymatorem parametru β wyka», »e α̂ jest nieobci¡»onym
estymatorem dla α.

Zadanie 4. (8 punktów)
Rozwa»my przestrze« funkcji ci¡gªych C[0, 1] okre±lonych na odcinku

[0, 1] i o warto±ciach rzeczywistych, z metryk¡

dsup(f, g) = sup{|f(x)− g(x)| : x ∈ [0, 1]}.

Niech A ⊆ C[0, 1] b¦dzie zbiorem skªadaj¡cym si¦ z funkcji przyjmuj¡cych
co najmniej jedn¡ dodatni¡ warto±¢, tzn.

A = {f ∈ C[0, 1] : ∃x ∈ [0, 1] f(x) > 0}.

1. Czy zbiór A jest otwarty w (C[0, 1], dsup)?

2. Czy zbiór A jest domkni¦ty w (C[0, 1], dsup)?

3. Czy zbiór A jest zwarty w (C[0, 1], dsup)?

Wszystkie odpowiedzi uzasadnij.

Zadanie 5. (8 punktów)
Znale¹¢ wszystkie mo»liwe warto±ci caªki∫

γ

z2 − 4

z2(z + i)
dz,

gdy γ jest krzyw¡ regularn¡, zamkni¦t¡, zorientowan¡ dodatnio, która nie
przechodzi przez 0 i −i


