
EGZAMIN MAGISTERSKI, 12.09.2018r
Matematyka w ekonomii i ubezpieczeniach

Zadanie 1. (8 punktów)

W modelu rezerwy Rn = u + n − (W1 + · · · + Wn) wiemy, »e Wi s¡
iid o rozkªadzie geometrycznym na 0, 1, 2, . . . z parametrem p = 3/4. Policz
prawdopodobie«stwo ruiny w tym modelu dla u = 0.

Zadanie 2. (8 punktów)

Oblicz P (āx < āTx), gdzie Tx jest przyszªym czasem »ycia x-latka, nat¦-
»enie oprocentowania jest staªe i równe 1 oraz nat¦»enie ±miertelno±ci jest
równie» staªe i wynosi 1. Napisz wªasnymi sªowami interpretacj¦ �nansowo-
ubezpieczeniow¡ obliczonego prawdopodobie«stwa.

Zadanie 3. (8 punktów)

Niech X1, X2, ..., Xn b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi, przy czym
Xi ma rozkªad normalny N(µ, σ2

i ). Zakªadamy, »e wariancje σ2
1, σ

2
2, ..., σ

2
n

s¡ znane, a warto±¢ oczekiwana µ jest jednakowa dla wszystkich zmiennych.
Podaj wzór na estymator najwi¦kszej wiarogodno±ci parametru µ w oparciu
o obserwacje X1, X2, ..., Xn.

Zadanie 4. (8 punktów)

Poda¢ przykªady (z uzasadnieniem) lub wyja±ni¢, dlaczego nie istniej¡
ci¡gi funkcji fn : [0, 1]→ R, speªniaj¡ce nast¦puj¡ce zaªo»enia:

1. (fn)n jest zbie»ny punktowo, ale nie jest zbie»ny jednostajnie na [0, 1];

2. (fn)n jest zbie»ny punktowo i jednostajnie na [0, 1];

3. (fn)n jest zbie»ny jednostajnie na [0, 1], ale nie jest zbie»ny punktowo.

Uwaga: ka»dy podpunkt rozpatrujemy osobno.

Zadanie 5. (8 punktów)



Obliczy¢ caªk¦ zespolon¡∫
|z−π

4
|=π

2

cos z − 1

z(e2iz + 1)
dz,

po krzywej sparametryzowanej dodatnio.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 12.09.2018r
Nauczycielska

Zadanie 1. (8 punktów)
Dany jest trójk¡t prostok¡tny ABC, k¡t ABC jest prosty a miara k¡ta

BAC wynosi 2α. Na boku AC le»¡ punkty D, E w taki sposób, »e miara k¡ta
DBC wynosi 3α a miara k¡ta DBE wynosi 2α. Udowodni¢, »e BD = BE i
obliczy¢ α.

Zadanie 2. (8 punktów)
Udowodni¢, »e dla ka»dej liczby naturalnej n zachodzi wzór

n∑
k=1

k

(
n

k

)
= n2n−1.

Zadanie 3. (8 punktów)
Niech X1, X2, ..., Xn b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi, przy czym

Xi ma rozkªad normalny N(µ, σ2
i ). Zakªadamy, »e wariancje σ2

1, σ
2
2, ..., σ

2
n

s¡ znane, a warto±¢ oczekiwana µ jest jednakowa dla wszystkich zmiennych.
Podaj wzór na estymator najwi¦kszej wiarogodno±ci parametru µ w oparciu
o obserwacje X1, X2, ..., Xn.

Zadanie 4. (8 punktów)
Poda¢ przykªady (z uzasadnieniem) lub wyja±ni¢, dlaczego nie istniej¡

ci¡gi funkcji fn : [0, 1]→ R, speªniaj¡ce nast¦puj¡ce zaªo»enia:

1. (fn)n jest zbie»ny punktowo, ale nie jest zbie»ny jednostajnie na [0, 1];

2. (fn)n jest zbie»ny punktowo i jednostajnie na [0, 1];

3. (fn)n jest zbie»ny jednostajnie na [0, 1], ale nie jest zbie»ny punktowo.

Uwaga: ka»dy podpunkt rozpatrujemy osobno.

Zadanie 5. (8 punktów)



Obliczy¢ caªk¦ zespolon¡∫
|z−π

4
|=π

2

cos z − 1

z(e2iz + 1)
dz,

po krzywej sparametryzowanej dodatnio.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 12.09.2018r
Matematyka teoretyczna

Zadanie 1. (8 punktów)
Poka», »e tranzytywna abelowa grupa permutacji jest regularna.
( Grupa permutacji to podgrupa G peªnej grupy permutacji Sn.
Grupa permutacjiG jest tranzytywna, je±Â±li dla ka»dych x, y ∈ {1, 2, . . . , n}

istnieje σ ∈ G, takie »e σ(x) = y.
Grupa G jest regularna, je±Â±li dla ka»dych x, y ∈ {1, 2, . . . , n} istnieje

jedyne σ ∈ G, takie »e σ(x) = y.)

Zadanie 2. (8 punktów)
Udowodnij, »e dla ka»dej macierzy A ∈Mn×n(R) istnieje niezerowy wek-

tor v ∈ Rn taki, »e dla ka»dego w ∈ Rn zachodzi implikacja: (v ⊥ w) ⇒
(Av ⊥ Aw).

Zadanie 3. (8 punktów)
Uzasadnij, »e dla ka»dego x > 0 oraz n ∈ N zachodzi

xn

1 + x+ x2 + x3 + . . .+ x2n
≤ 1

2n+ 1
.

Zadanie 4. (8 punktów)
Poda¢ przykªady (z uzasadnieniem) lub wyja±ni¢, dlaczego nie istniej¡

ci¡gi funkcji fn : [0, 1]→ R, speªniaj¡ce nast¦puj¡ce zaªo»enia:

1. (fn)n jest zbie»ny punktowo, ale nie jest zbie»ny jednostajnie na [0, 1];

2. (fn)n jest zbie»ny punktowo i jednostajnie na [0, 1];

3. (fn)n jest zbie»ny jednostajnie na [0, 1], ale nie jest zbie»ny punktowo.

Uwaga: ka»dy podpunkt rozpatrujemy osobno.

Zadanie 5. (8 punktów)



Obliczy¢ caªk¦ zespolon¡∫
|z−π

4
|=π

2

cos z − 1

z(e2iz + 1)
dz,

po krzywej sparametryzowanej dodatnio.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 12.09.2018r
Analiza danych

Zadanie 1. (8 punktów)
W celu zbadania wpªywu spo»ycia wapnia (Ca) na ci±nienie krwi, gru-

pie 10 m�e»czyzn podawano wap« jako suplement diety przez 12 tygodni,
a kontrolnej grupie 11 m�e»czyzn podawano w tym czasie placebo. Wcze-
±niejsze eksperymenty na szczurach sugeruj�a, »e dodatkowe spo»ycie wapnia
obni»a ci±nienie krwi i badania zostaªy przeprowadzone, aby to potwierdzi¢
lub sfalsy�kowa¢. Wyniki�jako spadek wysoko±ci ci±nienia�podsumowano w
nast�epuj�acej tabeli

wap« placebo
n 10 11
x̄ 5.000 -0.273
s 8.743 5.901

Dodatnia warto±¢ x̄ oznacza tu spadek, a ujemna-wzrost ±redniego ci±nienia
u badanych.

• Podaj model probabilistyczny dla tego problemu.

• Sformuªuj hipotez�e zerow�a i alternatywn�a.

• Oblicz odpowiedni�a statystyk�e testow�a.

• Oszacuj P-warto±¢.

• Podaj konkluzj�e statystyczn�a i naukow�a.

Zadanie 2. (8 punktów)
Wektory X1, . . . , Xn, Xi ∈ R5 zostaªy niezale»nie wylosowane z populacji

o wielowymiarowym rozkªadzie normalnym N(µ, 3I5×5).

• Podaj wzów na estymator najwi�ekszej wiarogodno±ci µ̂NW dla wektora
µ.



• Wyznacz bª�ad ±redniokwadratowy tego estymatora MSE = E||µ −
µ̂NW ||2.

• Podaj staª�a c dla której estymator µ̂c = cµ̂NW na najmniejszy bª�ad
±redniokwadratowy.

Zadanie 3. (8 punktów)
Niech X1, X2, ..., Xn b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi, przy czym

Xi ma rozkªad normalny N(µ, σ2
i ). Zakªadamy, »e wariancje σ2

1, σ
2
2, ..., σ

2
n

s¡ znane, a warto±¢ oczekiwana µ jest jednakowa dla wszystkich zmiennych.
Podaj wzór na estymator najwi¦kszej wiarogodno±ci parametru µ w oparciu
o obserwacje X1, X2, ..., Xn.

Zadanie 4. (8 punktów)
Poda¢ przykªady (z uzasadnieniem) lub wyja±ni¢, dlaczego nie istniej¡

ci¡gi funkcji fn : [0, 1]→ R, speªniaj¡ce nast¦puj¡ce zaªo»enia:

1. (fn)n jest zbie»ny punktowo, ale nie jest zbie»ny jednostajnie na [0, 1];

2. (fn)n jest zbie»ny punktowo i jednostajnie na [0, 1];

3. (fn)n jest zbie»ny jednostajnie na [0, 1], ale nie jest zbie»ny punktowo.

Uwaga: ka»dy podpunkt rozpatrujemy osobno.

Zadanie 5. (8 punktów)
Obliczy¢ caªk¦ zespolon¡∫

|z−π
4
|=π

2

cos z − 1

z(e2iz + 1)
dz,

po krzywej sparametryzowanej dodatnio.


