EGZAMIN MAGISTERSKI, 12.09.2018r
Matematyka w ekonomii i ubezpieczeniach

Zadanie 1 . (8 punktow)

W modelu rezerwy R, = u+n — (W; 4+ --- + W,) wiemy, ze W; sa
iid o rozktadzie geometrycznym na 0, 1,2, ... z parametrem p = 3/4. Policz
prawdopodobienstwo ruiny w tym modelu dla u = 0.

Zadanie 2. (8 punktow)

Oblicz P (a, < ar,), gdzie T, jest przyszltym czasem zycia z-latka, nate-
zenie oprocentowania jest state i rowne 1 oraz natezenie Smiertelnosci jest
roOwniez state i wynosi 1. Napisz wtasnymi stowami interpretacje finansowo-
ubezpieczeniowa obliczonego prawdopodobiefistwa.

Zadanie 3. (8 punktow)

Niech X, Xo, ..., X,, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, przy czym
X; ma rozklad normalny N (u, 0?). Zaktadamy, ze wariancje o3, o3, ..., 02

sa znane, a warto$¢ oczekiwana pu jest jednakowa dla wszystkich zmiennych.
Podaj wzor na estymator najwickszej wiarogodnosci parametru 4 w oparciu
o obserwacje X1, X, ..., X,.

Zadanie 4:. (8 punktow)
Podaé¢ przyktady (z uzasadnieniem) lub wyjasni¢, dlaczego nie istnieja
ciagi funkcji f, : [0, 1] — R, spetniajace nastepujace zaltozenia:

1. (fn)n jest zbiezny punktowo, ale nie jest zbiezny jednostajnie na [0, 1];
2. (fn)n jest zbiezny punktowo i jednostajnie na [0, 1];
3. (fn)n jest zbiezny jednostajnie na [0, 1], ale nie jest zbiezny punktowo.

Uwaga: kazdy podpunkt rozpatrujemy osobno.

Zadanie 5. (8 punktow)



Obliczy¢ calke zespolona

/ cosz —1 d
——dz,
|_%|:g 2(62%“—1)

po krzywej sparametryzowanej dodatnio.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 12.09.2018r
Nauczycielska

Zadanie ]_ . (8 punktow)

Dany jest trojkat prostokatny ABC', kat ABC' jest prosty a miara kata
BAC wynosi 2a. Na boku AC' leza punkty D, E w taki sposob, ze miara kata
DBC wynosi 3a a miara kata DBFE wynosi 2a. Udowodnié, ze BD = BE i
obliczy¢ a.

Zadanie 2. (8 punktow)
Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi wzoér

S0 <t
k=1

Zadanie 3. (8 punktow)

Niech X, Xo, ..., X,, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, przy czym
X; ma rozklad normalny N(p, 0?). Zaktadamy, ze wariancje o2, 03, ..., 02

sa znane, a warto$¢ oczekiwana p jest jednakowa dla wszystkich zmiennych.
Podaj wzor na estymator najwickszej wiarogodno$ci parametru 1 w oparciu
o obserwacje X1, X, ..., X,.

Zadanie 4. (8 punktow)
Podaé¢ przyktady (z uzasadnieniem) lub wyjasni¢, dlaczego nie istnieja
ciagi funkcji f, : [0, 1] — R, speiajace nastepujace zalozenia:

1. (fn)n jest zbiezny punktowo, ale nie jest zbiezny jednostajnie na [0, 1];
2. (fn)n jest zbiezny punktowo i jednostajnie na [0, 1];
3. (fn)n jest zbiezny jednostajnie na [0, 1], ale nie jest zbiezny punktowo.

Uwaga: kazdy podpunkt rozpatrujemy osobno.

Zadanie 5. (8 punktow)



Obliczy¢ calke zespolona

/ cosz —1 d
——dz,
|_%|:g 2(62%“—1)

po krzywej sparametryzowanej dodatnio.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 12.09.2018r
Matematyka teoretyczna

Zadanie 1 « (8 punktow)

Pokaz, ze tranzytywna abelowa grupa permutacji jest regularna.
( Grupa permutacji to podgrupa G pelnej grupy permutacji S,,.

Grupa permutacji G jest tranzytywna, jesAsli dla kazdych z,y € {1,2,...,n}
istnieje o0 € G, takie ze o(z) = y.

Grupa G jest regularna, jesAsli dla kazdych z,y € {1,2,...,n} istnieje
jedyne o € G, takie ze o(z) = y.)

Zadanie 2. (8 punktow)

Udowodnij, ze dla kazdej macierzy A € M,,,(R) istnieje niezerowy wek-

tor v € R” taki, ze dla kazdego w € R™ zachodzi implikacja: (v L w) =
(Av L Aw).

Zadanie 3. (8 punktow)
Uzasadnij, ze dla kazdego x > 0 oraz n € N zachodzi
x" < 1
l+az+a2+a3+... +a22" — 2n+1

Zadanie 4. (8 punktow)

Poda¢ przyktady (z uzasadnieniem) lub wyjasni¢, dlaczego nie istniejg
ciagi funkcji f,, : [0, 1] — R, speiajace nastepujace zaltozenia:

1. (fn)n jest zbiezny punktowo, ale nie jest zbiezny jednostajnie na [0, 1];
2. (fn)n jest zbiezny punktowo i jednostajnie na [0, 1];

3. (fn)n jest zbiezny jednostajnie na [0, 1], ale nie jest zbiezny punktowo.

Uwaga: kazdy podpunkt rozpatrujemy osobno.

Zadanie 5. (8 punktow)



Obliczy¢ calke zespolona

/ cosz —1 d
——dz,
|_%|:g 2(62%“—1)

po krzywej sparametryzowanej dodatnio.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 12.09.2018r
Analiza danych

Zadanie 1 « (8 punktow)

W celu zbadania wplywu spozycia wapnia (Ca) na ci$nienie krwi, gru-
pie 10 mezczyzn podawano wapn jako suplement diety przez 12 tygodni,
a kontrolnej grupie 11 mezczyzn podawano w tym czasie placebo. Weze-
$niejsze eksperymenty na szczurach sugeruja, ze dodatkowe spozycie wapnia
obniza ci$nienie krwi i badania zostaly przeprowadzone, aby to potwierdzi¢
lub sfalsyfikowaé¢. Wyniki-jako spadek wysokosci cisnienia-podsumowano w
nastepujacej tabeli

wapn | placebo
n| 10 11
x| 5.000 | -0.273
s | 8.743 | 5.901

Dodatnia warto$¢ ¥ oznacza tu spadek, a ujemna-wzrost $redniego cisnienia
u badanych.

e Podaj model probabilistyczny dla tego problemu.

Sformutuj hipoteze zerowa i alternatywna.

Oblicz odpowiednia statystyke testowa.

Oszacuj P-wartosé.

Podaj konkluzje statystyczna i naukowa.

Zadanie 2. (8 punktow)
Wektory X, ..., X,, X; € R’ zostaly niezaleznie wylosowane z populacji
o wielowymiarowym rozktadzie normalnym N (p, 315y5).

e Podaj wzéw na estymator najwiekszej wiarogodnosci fiyw dla wektora
L.



e Wyznacz blad s$redniokwadratowy tego estymatora MSE = FEl||u —
anwlf.

e Podaj stala c dla ktoérej estymator ji. = cfiyy na najmniejszy blad
sredniokwadratowy.

Zadanie 3. (8 punktow)
Niech X, Xo, ..., X,, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, przy czym

X; ma rozklad normalny N(u, 0?). Zaktadamy, ze wariancje 0%, 03, ..., 02

sa znane, a warto$¢ oczekiwana pu jest jednakowa dla wszystkich zmiennych.
Podaj wzor na estymator najwickszej wiarogodnosci parametru 1 w oparciu
o obserwacje X1, X, ..., X,.

Zadanie 4:. (8 punktow)
Podaé¢ przyktady (z uzasadnieniem) lub wyjasni¢, dlaczego nie istnieja
ciagi funkcji f,, : [0, 1] — R, spehiajace nastepujace zatozenia:

1. (fn)n jest zbiezny punktowo, ale nie jest zbiezny jednostajnie na [0, 1];

2. (fn)n jest zbiezny punktowo i jednostajnie na [0, 1];

3. (fn)n jest zbiezny jednostajnie na [0, 1], ale nie jest zbiezny punktowo.
Uwaga: kazdy podpunkt rozpatrujemy osobno.

Zadanie 5. (8 punktow)
Obliczy¢ catke zespolona

cosz—1
/ 21z dZ’
| _%|:g 2(6 + ].)

po krzywej sparametryzowanej dodatnio.



