EGZAMIN MAGISTERSKI, 25.06.2018r
Matematyka w ekonomii i ubezpieczeniach

Zadanie 1 « (8 punktow)

Niezalezne szkody maja rozktady P(X; = k) = exp(—1)/k!, P(Y; =k) =
(“T9)(1/3)°(2/3)%, k = 0,1,.... Niech S = X; + ... + X500 + Y3 + ... + Ys00.
Sktadka pobierana od szkody S jest postaci (1+60)ES, dla pewnej stalej 6 > 0.
Wylicz wartosc tej stalej, aby szansa, ze zebrana sktadka od wszystkich 1000
szkod pokryje szkode wynosita 0.95.

Zadanie 2. (8 punktow)
Wiedzac, ze pijp014+ = t, oblicz €.

Zadanie 3. (8 punktow)

W celu walki z pewnym szczepem bakterii wdrozono procedure leczenia pole-
gajaca na wykorzystaniu dwoch rodzajow antybiotykéw. Pierwszy antybiotyk
z prawdopodobienstwem « zabija te bakterie. Jezeli pierwszy antybiotyk nie
zadziala to stosuje sie drugi z antybiotykéw, ktory z prawdopodobienstwem
« jest w stanie zabi¢ bakterie. Prawdopodobienstwo « jest nieznane. Prze-
prowadzono 100 niezaleznych eksperymentow, w wyniku ktorych 40 préb za-
konczyto sie zabiciem bakterii juz po zastosowaniu pierwszego antybiotyku,
a 20 eksperymentow po zastosowaniu dwoch antybiotykow.

(a) Podaj wzor na estymator najwiekszej wiarogodnos$ci parametru .

(b) Oblicz jego wartos¢ dla danych z zadania.

Zadanie 5. (8 punktow)

Niech f bedzie funkcja holomorficzng na D = {z € C : |z| < 2018}
i parzysta na D, tzn. f(z) = f(—z2) dla z € D. Wykazaé, ze dla kazdej
krzywej v regularnej zamknietej, zawartej w D i kazdego zy € D takiego, ze
20 1 —29 leza we wnetrzu krzywej v zachodzi

) 42y =o.
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EGZAMIN MAGISTERSKI, 25.06.2018r
Nauczycielska

Zadanie 1 « (8 punktow)
Dany jest trojkat ABC i punkt D ktory jest $rodkiem boku BC'. Udo-
wodnié, ze

AB? + AC? = 2AD? + 2BC?.

Zadanie 2. (8 punktow)
Niech n bedzie dang liczba naturalna. Rozwiaz rownanie

(V2-1)"=vo- Vo1

Uzasadnij, ze x jest liczba naturalng.

Zadanie 3. (8 punktow)

W celu walki z pewnym szczepem bakterii wdrozono procedure leczenia pole-
gajaca na wykorzystaniu dwoch rodzajow antybiotykoéw. Pierwszy antybiotyk
z prawdopodobienstwem « zabija te bakterie. Jezeli pierwszy antybiotyk nie
zadziata to stosuje sie drugi z antybiotykow, ktory z prawdopodobienstwem
« jest w stanie zabi¢ bakterie. Prawdopodobienistwo « jest nieznane. Prze-
prowadzono 100 niezaleznych eksperymentow, w wyniku ktérych 40 prob za-
konczyto sie zabiciem bakterii juz po zastosowaniu pierwszego antybiotyku,
a 20 eksperymentow po zastosowaniu dwoch antybiotykow.

(a) Podaj wzor na estymator najwiekszej wiarogodnosci parametru a.

(b) Oblicz jego wartos¢ dla danych 7z zadania.

Zadanie 5. (8 punktow)

Niech f bedzie funkcja holomorficzng na D = {2z € C : |z| < 2018}
i parzysta na D, tzn. f(z) = f(—z2) dla z € D. Wykaza¢, ze dla kazdej
krzywej v regularnej zamknietej, zawartej w D i kazdego 2y € D takiego, ze
20 1 —2p leza we wnetrzu krzywej v zachodzi
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EGZAMIN MAGISTERSKI, 25.06.2018r
Zastosowania

Zadanie ]_ « (8 punktow)
Dane sg niezalezne zmienne losowe o tym samym rozktadzie X, X, Xs, ...
iEX =0,0 < VarX = 0? < co. Poda¢ granice (liczbe) w zaleznosci od o € R

X +...+ X,
limIP(| 1+ + |>0).
n—00 n<

Uzasadni¢ wynik. W zalaczeniu tablica dystrybuanty standardowego rozkta-
du normlanego.

Zadanie 2. (8 punktow)

Zalozmy, ze proces X; = fot dBy, gdzie B; jest ruchem Browna, opisuje
stan naszego konta. Oblicz jaki bedzie sredni stan konta w chwili t = 4 przy
zalozeniu, ze wiemy ile byto na koncie w chwili ¢t = 2.

Zadanie 3. (8 punktow)

Niech Uy, Uy, Us beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie jed-
nostajnym na odcinku (0, 1). Obserwujemy zmienna losowa X. Testujemy
hipoteze

Hy : X ma taki sam rozklad jak min{U;, Uy, Us}

przeciwko
H; : X ma taki sam rozklad jak min{U;, Us}.

Wyznaczy¢ moc testu jednostajnie najmocniejszego na poziomie istotnosci
a = 0.125.

Zadanie 5. (8 punktow)

Niech f bedzie funkcja holomorficzng na D = {2z € C : |z| < 2018}
i parzysta na D, tzn. f(z) = f(—2) dla z € D. Wykaza¢, ze dla kazdej
krzywej v regularnej zamknietej, zawartej w D i kazdego 2y € D takiego, ze



20 1 —29 leza we wnetrzu krzywej v zachodzi

= EZ)Zz d(z) =0.




EGZAMIN MAGISTERSKI, 25.06.2018r
Matematyka stosowana

Zadanie ]_ . (8 punktow)
Zalozmy, ze populacja w obecnosci drapieznikow rozwija sie zgodnie z row-
naniem

dN alN
— =N(1—-N) —
dt ( ) 1+ DN’

a,b>0.

(a) Wyznacz stany stacjonarne.

(b) Okresl stabilnosé wyznaczonych stanoéw stacjonarnych.

Zadanie 2. (8 punktow)
Rozpatrzmy nastepujacy model mutacji nici DNA. Kazdy nukleotydy pod-
lega mutacji w sposob niezalezny od pozostatych nukleotydéw. Przy kazdej
replikacji nici DNA, kazdy z czterech nukleotydow A,C,G,T moze zostaé
zastapiony przez nukleotyd innego typu z tym samym ustalonym prawdopo-
dobienistwem a.

(a) Zaproponuj model matematyczny opisujacy tak opisany proces mutacji.

(b) Zalozmy, ze w wybranym miejscu nici DNA znajduje sie poczatkowo
nukleotyd C. Jaka jest $rednia liczba replikacji do momentu pojawienia
sie nukleotydu G w tym ustalonym miejscu nici DNA?

(c) Zakladamy, ze ni¢ DNA podlegata bardzo duzej liczbie replikacji. Jakiej
czestosci poszezegbdlnych nukleotydow mozemy sie wtedy spodziewac w
jej sktadzie?

Zadanie 3. (8 punktow)
W celu walki z pewnym szczepem bakterii wdrozono procedure leczenia pole-
gajaca na wykorzystaniu dwoch rodzajow antybiotykéw. Pierwszy antybiotyk
z prawdopodobienistwem « zabija te bakterie. Jezeli pierwszy antybiotyk nie
zadziata to stosuje sie drugi z antybiotykéw, ktory z prawdopodobienstwem



« jest w stanie zabi¢ bakterie. Prawdopodobienstwo « jest nieznane. Prze-
prowadzono 100 niezaleznych eksperymentow, w wyniku ktorych 40 prob za-
konczyto sie zabiciem bakterii juz po zastosowaniu pierwszego antybiotyku,
a 20 eksperymentow po zastosowaniu dwoch antybiotykow.

(a) Podaj wzor na estymator najwiekszej wiarogodnosci parametru a.

(b) Oblicz jego wartos¢ dla danych z zadania.

Zadanie 5. (8 punktow)

Niech f bedzie funkcja holomorficzng na D = {z € C : |z] < 2018}
i parzysta na D, tzn. f(z) = f(—2) dla z € D. Wykazaé, ze dla kazdej
krzywej v regularnej zamknietej, zawartej w D i kazdego zy € D takiego, ze
20 1 —2p leza we wnetrzu krzywej v zachodzi
(2) d(z) = 0.

2 _ 2
N 25— 2




EGZAMIN MAGISTERSKI, 25.06.2018r
Analiza danych

Zadanie 1 « (8 punktow)

Przeprowadzono badania liczby kilokalorii spozywanych dziennie przez
niemowleta w zaleznosci od kraju. Pomiary podsumowano w tabeli z lewej
strony.

Zrodlo df SS MS
kraj n | érednia | s Pomiedzy grupami 7328556
Egipt | 88 1217 | 327
Kenia | 111 844 184 Wewnatrz grup
Meksyk | 52 1119 | 285
Catkowite

1. Oblicz i wypelnij powyzsza tabele ANOVY:
2. Oblicz odpowiednia statystyke testowa F":
3. Podaj wartos¢ krytyczna na poziomie istotnosci 0.05:

4. Zinterpretuj uzyskane wyniki w profesjonalny i komunikatywny sposob:

Zadanie 2. (8 punktow)

Niech Xy,..., Xjo beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladach
N(p;, 1), 1 =1,...,10, odpowiednio. Rozwazamy problem testowania zbioru
hipotez

{HOiZ/Li:O, Hli:ui >O7 Z:17,10}
Zaobserwowano:

1.374,2.184,1.164, 3.595, 2.330, 1.180, 2.487, 2.738, 2.576, 1.695.

Ktore z hipotez mozna odrzucié¢:

(i) aby kontrolowa¢ btad I-ego rodzaju dla kazdego z testow na poziomie
istotnosci a = 0.17

(ii) aby kontrolowa¢ FW ER na poziomie 0.1 7

(iii) aby kontrolowa¢ F'DR na poziomie 0.17




Kwantyle

Rozklad\ 090 091 092 093 094 095 09 097 098 0.99

N(0,1) ‘1.282 1.341 1.405 1.476 1.555 1.645 1.751 1.881 2.054 2.326

Zadanie 3. (8 punktow)

W celu walki z pewnym szczepem bakterii wdrozono procedure leczenia pole-
gajaca na wykorzystaniu dwoch rodzajow antybiotykoéw. Pierwszy antybiotyk
z prawdopodobienstwem « zabija te bakterie. Jezeli pierwszy antybiotyk nie
zadziata to stosuje sie drugi z antybiotykéw, ktory z prawdopodobienstwem
« jest w stanie zabié¢ bakterie. Prawdopodobienstwo « jest nieznane. Prze-
prowadzono 100 niezaleznych eksperymentow, w wyniku ktorych 40 prob za-
konczyto sie zabiciem bakterii juz po zastosowaniu pierwszego antybiotyku,
a 20 eksperymentow po zastosowaniu dwoch antybiotykow.

(a) Podaj wzor na estymator najwiekszej wiarogodnodci parametru a.

(b) Oblicz jego wartos¢ dla danych 7z zadania.

Zadanie 5. (8 punktow)

Niech f bedzie funkcja holomorficzng na D = {z € C : |z| < 2018}
i parzysta na D, tzn. f(z) = f(—2) dla z € D. Wykazaé, ze dla kazdej
krzywej v regularnej zamknietej, zawartej w D i kazdego zy € D takiego, ze
20 1 —29 leza we wnetrzu krzywej v zachodzi

() 42y =o.
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