
EGZAMIN MAGISTERSKI, 13.09.2017
Matematyka w ekonomii i ubezpieczeniach

Zadanie 1. (8 punktów)

Dana jest nast¦puj¡ca macierz:

M =


−2 14

2 10
8 0

10 −8

 .

a) Znajd¹ rozwi¡zanie dwuosobowej gry o sumie zero maj¡cej powy»sz¡ ma-
cierz wypªat.
b) Przyjmuj¡c, »e M jest macierz¡ wypªat w grze przeciwko Naturze, wy-
znacz decyzj¦ optymaln¡ (jedn¡ z czterech) kieruj¡c si¦ kryterium:
pesymistów,
minimaksowej straty.

Zadanie 2. (8 punktów)

Osoba 60-letnia zawarªa roczne ubezpieczenie terminowe o wypªacie w
wysoko±ci 90 000 zª pªatnej na koniec okresu ubezpieczenia. Ubezpieczony
zostaª zaliczony do populacji, której odpowiada p60 = 0, 92. W momencie
zawierania ubezpieczenia wiadomo, »e ubezpieczony podda si¦ za 10 miesi¦-
cy krótkiej operacji, któr¡ prze»ywa 80% pacjentów. Je±li pacjent prze»yje
operacj¦, to z bada« wynika, »e jej wpªyw na szanse jego dalszego »ycia jest
nieistotny (tzn. po operacji ubezpieczony b¦dzie zaliczany do tej samej po-
pulacji co przed zabiegiem). Zawarta umowa ubezpieczenia wyª¡cza ±wiad-
czenie z tytuªu ±mierci je±li ubezpieczony umrze w trakcie tej operacji.

Wyznacz jednorazow¡ skªadk¦ netto dla tego ubezpieczenia przy zaªo»eniu
hipotez HJP, HU oraz wiedz¡c, »e v = 0, 95. Ponadto zakªadamy, »e 1 miesi¡c
to 1

12
roku.

Wskazówka: Rozwa» nast¦pujace przedziaªy, w których mogªa nast¡pi¢ wy-
pªata ±wiadczenia: �przed operacj¡� i �po operacji, któr¡ pacjent prze»yª�.



Zadanie 3. (8 punktów)
Dziekan podejrzewa, »e jedn¡ z przyczyn niepowodze« w studiowaniu jest

sp¦dzanie przez studentów zbyt du»ej ilo±ci czasu na surfowaniu w Internecie.
W celu oszacowania przeci¦tnego czasu po±wi¦canego przez studentów na t¡
aktywno±¢, wylosowano grup¦ pi¦ciu studentów i zarejestrowano nast¦puj¡ce
czasy sp¦dzone na buszowaniu w sieci: 10, 7, 5, 4, 3.
Wyznacz przedziaª ufno±ci, na poziomie ufno±ci α = 0, 95, dla ±redniego czasu
sp¦dzanego przez studentów na surfowaniu w Internecie.

Zadanie 4. (8 punktów)

Sprawdzi¢, czy odwzorowanie dane wzorem

‖(xn)∞n=1‖∗ =
2017∑
n=1

|xn|+ sup
n>2017

|xn|, x ∈ `∞,

jest norm¡ na `∞. Obliczy¢ warto±¢ tego odwzorowania na ci¡gu ( 1
2n )∞n=1.

Zadanie 5. (8 punktów)

Obliczy¢ caªk¦ ∫
γ

ez(z − 4)

z(z + i)2
d z,

po dodatnio zorientowanym okr¦gu γ = {z : |z + 2i| = 3
2
}.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 13.09.2017
Nauczycielska

Zadanie 1. (8 punktów)

Mamy dane dwa kwadraty: Jeden ma wierzchoªki kolejno: ABCD, a drugi

DEFG, przy czym E le»y na boku CD a punkty A,D,G s¡ wspóªliniowe.

Punkty G,F le»¡ poza kwadratem ABCD. Oblicz pole powierzchni trójk¡ta

BEG, je±li wiadomo, »e DG = 6.

Zadanie 2. (8 punktów)

Liczby Fibonacciego zde�niowane s¡ przez rekurencj¦: F0 = 0, F1 = 1
oraz Fn = Fn−1 +Fn−2 dla n ≥ 2. Udowodnij, »e dla n ≥ 1 zachodzi równo±¢:

F 2
n − Fn−1Fn+1 = (−1)n−1.

Zadanie 3. (8 punktów)

Dziekan podejrzewa, »e jedn¡ z przyczyn niepowodze« w studiowaniu jest

sp¦dzanie przez studentów zbyt du»ej ilo±ci czasu na surfowaniu w Internecie.

W celu oszacowania przeci¦tnego czasu po±wi¦canego przez studentów na t¡

aktywno±¢, wylosowano grup¦ pi¦ciu studentów i zarejestrowano nast¦puj¡ce

czasy sp¦dzone na buszowaniu w sieci: 10, 7, 5, 4, 3.

Wyznacz przedziaª ufno±ci, na poziomie ufno±ci α = 0, 95, dla ±redniego czasu
sp¦dzanego przez studentów na surfowaniu w Internecie.

Zadanie 4. (8 punktów)

Sprawdzi¢, czy odwzorowanie dane wzorem

‖(xn)∞n=1‖∗ =
2017∑
n=1

|xn|+ sup
n>2017

|xn|, x ∈ `∞,

jest norm¡ na `∞. Obliczy¢ warto±¢ tego odwzorowania na ci¡gu ( 1
2n )∞n=1.

Zadanie 5. (8 punktów)



Obliczy¢ caªk¦ ∫
γ

ez(z − 4)

z(z + i)2
d z,

po dodatnio zorientowanym okr¦gu γ = {z : |z + 2i| = 3
2
}.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 13.09.2017
Matematyka teoretyczna

Zadanie 1. (8 punktów)

U»ywaj¡c faktu, i» grupa A5 jest grup¡ prost¡, wyznacz wszystkie pod-

grupy normalne grupy S5. Podaj uzasadnienie, »e inne nie istniej¡.

Zadanie 2. (8 punktów)

W rzeczywistej przestrzeni Hilberta L2(0, 1) wyznacz odlegªo±¢ x od pod-

przestrzeni liniowej rozpinanej przez 1 i x2.

Zadanie 3. (8 punktów)
Niech f : (0,∞)→ R b¦dzie funkcj¡ ró»niczkowaln¡ tak¡, »e limx→∞ f

′(x) =

C. Poka», »e tak»e limx→∞
f(x)
x

= C.

Zadanie 4. (8 punktów)

Sprawdzi¢, czy odwzorowanie dane wzorem

‖(xn)∞n=1‖∗ =
2017∑
n=1

|xn|+ sup
n>2017

|xn|, x ∈ `∞,

jest norm¡ na `∞. Obliczy¢ warto±¢ tego odwzorowania na ci¡gu ( 1
2n )∞n=1.

Zadanie 5. (8 punktów)

Obliczy¢ caªk¦ ∫
γ

ez(z − 4)

z(z + i)2
d z,

po dodatnio zorientowanym okr¦gu γ = {z : |z + 2i| = 3
2
}.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 13.09.2017
Zastosowania

Zadanie 1. (8 punktów)
Zmienna losowa Yn, gdzie n = 1, 2, . . ., ma rozkªad gamma Gamma(n, λ).

Pokaza¢ zbie»no±¢ wg rozkªadu

Ȳn =
√
n

(
λYn
n
− 1

)
→d N (0, 1).

Poda¢ do czego zbiega ci¡g

IP(|Ȳn| ≤ 1.96), n = 1, 2, . . .

Mo»na wykorzysta¢ nast¦puj¡ce informacje:

• Dla rozkªadu Gamma(a, b)

f. char. ±rednia wariancja

(1− it
b
)−a a

b
a
b2

• je±li N ∼ N (0, 1), to IP(N ≤ 1.96) ≈ 0.975.

Zadanie 2. (8 punktów)
Niech {Bt : t ≥ 0} b¦dzie ruchem Browna. Obliczy¢ P(B1 > 0, B2 > 0).

Zadanie 3. (8 punktów)
Niech X1, . . . , Xn b�edzie prób�a losow�a z rozkªadu N(µ, σ2). Wyznacz In-

formacj�e Fishera dla parametru µ.

Zadanie 4. (8 punktów)

Sprawdzi¢, czy odwzorowanie dane wzorem

‖(xn)∞n=1‖∗ =
2017∑
n=1

|xn|+ sup
n>2017

|xn|, x ∈ `∞,

jest norm¡ na `∞. Obliczy¢ warto±¢ tego odwzorowania na ci¡gu ( 1
2n )∞n=1.



Zadanie 5. (8 punktów)

Obliczy¢ caªk¦ ∫
γ

ez(z − 4)

z(z + i)2
d z,

po dodatnio zorientowanym okr¦gu γ = {z : |z + 2i| = 3
2
}.


