EGZAMIN MAGISTERSKI, 26.06.2017
Biomatematyka

Zadanie 1 « (8 punktow)
Rozw6j wielkosci pewnej populacji jest opisany rownaniem:
dN  rN(t)
dt (14 aN(t)
gdzie N (t) jest wielkoscig populacji w chwili ¢, natomiast a i b sa statymi.

(i) Wyznacz stany stacjonarne.

(ii) Okresl stabilnosé wyznaczonych stanéw stacjonarnych.

Zadanie 2. (8 punktow)
Dla diploidalnej populacji znajdujacej sie w warunkach rownowagi Hardy’ego-
Weinberga, czestosé allelu A jest rowna p. Wiedzac, ze dostosowania genoty-
pow AA, Aa, i aa w tej populacji sa w stosunku: 6 : 8 : 4

(i) wyznacz czestos¢ allelu A w nastepnym pokoleniu,

(ii) dla jakiej czestosci allelu A, czestosci genotypow w kolejnych pokole-
niach nie ulegajg zmianie.

(iii) Zalozmy, ze do populacji, w ktorej czestos¢ allelu A jet rowna wyzna-
czonej w punkcie (ii) wartosci, migruje jeden osobnik o genotypie aa.
Czy spowoduje to, w dtuzszej perspektywie czasowej, zmiane czestosci
allelu A?

Zadanie 3. (8 punktow)

Niech X7, X, ..., Xy beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach
dwumianowych b(ny,p),...,b(ny,p) ze znanymi, ale roznymi liczbami do-
Swiadczen, nq, ..., ny, oraz wspolnym, ale nieznanym prawdopodobienstwem
sukcesu, p, w pojedynczym doswiadczeniu.

(1) Wyznacz estymator najwiekszej wiarogodnosci parametru p.



(ii) Czy wyznaczony w punkcie (i) estymator jest estymatorem nieobcigzo-
nym?

Zadanie 4:. (8 punktow)

Zalozmy, ze (X, d) jest przestrzenia metryczna oraz {a, }o2, C X jest ciagiem
spetniajacym warunek

d(an+17 an+2) S Cd(ana a’n-‘,—l)

dla n € N oraz pewnej statej 0 < ¢ < 1. Pokaz, ze:
1. dla n > 2 mamy d(ay,, a,.1) < c"d(ay, az);

2. ciag {a,}5°, spetnia warunek Cauchy’ego.

Zadanie 5. (8 punktow)

Pokaza¢, ze jesli funkcje f i f sa holomorficzne na niepustym obszarze D, to
funkcja f jest funkcja stata na D.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 26.06.2017
Matematyka w ekonomii i ubezpieczeniach

spec. ekonomiczna test HS-0-0

Zadanie ]_ . (8 punktow)
Dana jest nastepujaca macierz:

-4 0 4 3 =2

M= ( 6 2 -2 -3 1 ) ’
a) Znajdz rozwiazanie dwuosobowej gry o sumie zero majacej powyzsza, ma-
cierz wyplat.
b) Przyjmujac, ze M jest macierza wyplat w grze przeciwko Naturze, wy-
znacz decyzje optymalna (jedna z pieciu) kierujac sie kryterium:
optymistow,
minimaksowej straty.

Zadanie 2. (8 punktow)

Jaka jest oczekiwana liczba oséb z populacji miliona 42-latkéw, ktére umra po
ukoniczeniu 43 lat 1 3 miesiecy zycia i przed ukonczeniem 44 lat i 9 miesiecy?
Przyjmujemy, ze intensywno$¢ $miertelnosci zmienia sie skokowo w rocznice
narodzin i jest stala az do nastepnych urodzin. Dane s3:

Qa2 = 0, 01 qa3 = 0, 03 Qa4 = O, 05.

Dodatkowo nalezy przyja¢, ze 1 miesiac to 11—2 roku.

Zadanie 3. (8 punktow)

Niech X7, X, ..., Xy beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach
dwumianowych b(nq,p),...,b(ny,p) ze znanymi, ale réznymi liczbami do-
Swiadczen, nq, ..., ny, oraz wspolnym, ale nieznanym prawdopodobienstwem
sukcesu, p, w pojedynczym doswiadczeniu.

(1) Wyznacz estymator najwiekszej wiarogodnosci parametru p.

(ii) Czy wyznaczony w punkcie (i) estymator jest estymatorem nieobcigzo-
nym?



Zadanie 4. (8 punktow)

Zatozmy, ze (X, d) jest przestrzenia metryczna oraz {a, }52, C X jest ciagiem
spetniajacym warunek

d(an+17 an+2> S Cd(ana anJrl)

dla n € N oraz pewnej statej 0 < ¢ < 1. Pokaz, ze:
1. dla n > 2 mamy d(a,, a,+1) < c*d(ay,as);

2. ciag {a,}5°, spetnia warunek Cauchy’ego.

Zadanie 5. (8 punktow)

Pokazaé, ze jedli funkcje f i f sa holomorficzne na niepustym obszarze D, to
funkcja f jest funkcja stala na D.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 26.06.2017
Nauczycielska

Zadanie 1 « (8 punktow)

Mamy dany kwadrat ABC'D. Na boku C'D wybieramy punkt E. Niech F
bedzie obrazem punktu C' w symetrii osiowej wzgledem prostej BE, niech X
bedzie punktem na prostej AD, ale nie na boku AD, takim ze AX = CFE
niech G bedzie punktem przeciecia sie prostych BF'i AD oraz niech H bedzie

punktem przeciecia prostych BE i AD. Udowodni¢, ze kat X BH jest prosty
oraz ze GH =GB = GX.

Zadanie 2. (8 punktow)

Liczby Fibonacciego dane sa przez rekurencje: fo = 0, f{ = 1 oraz f, =
frne1 + fn_s dla n > 2. Udowodnij, ze dla n > 0 zachodzi tozsamo$¢:

f0+f1+f2+...+fn:fn+2—1.

Zadanie 3. (8 punktow)

Niech X7, X, ..., Xy beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach
dwumianowych b(ny,p),...,b(ny,p) ze znanymi, ale réznymi liczbami do-
sSwiadczen, ny, ..., ny, oraz wspolnym, ale nieznanym prawdopodobienstwem
sukcesu, p, w pojedynczym doswiadczeniu.

(1) Wyznacz estymator najwiekszej wiarogodnosci parametru p.

(ii) Czy wyznaczony w punkcie (i) estymator jest estymatorem nieobciazo-
nym?

Zadanie 4. (8 punktow)
Zatozmy, ze (X, d) jest przestrzenia metryczna oraz {a, }52, C X jest ciagiem
spelniajacym warunek

d(@ny1, any2) < cd(an, any1)

dla n € N oraz pewnej statej 0 < ¢ < 1. Pokaz, ze:



1. dla n > 2 mamy d(a,, a,+1) < c*d(ay,as);

2. ciag {a,}5%, spetnia warunek Cauchy’ego.

Zadanie 5. (8 punktéw)

Pokazaé, ze jedli funkcje f i f sa holomorficzne na niepustym obszarze D, to
funkcja f jest funkcja stala na D.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 26.06.2017
Zastosowania

spec. Zastosowania test HS-0-0

Zadanie 1 « (8 punktow)

Niech dla kazdego n, zmienne losowe &,; (j = 1,...,n) beda niezalezne o
jednakowym rozktadzie jednostajnym na [—n,n]. Niech a < b i definiujemy

X _{ 1 jesli &, € (a,b),

71 0w przeciwnym razie.

Udowodni¢, ze ciag zmiennych losowych
Zn=Y &j n=12..
j=1

zbiega wedlug rozkltadu do rozktadu Poissona ze $rednia (b — a). Komplet
punktow dostaje sie za dowod przy uzyciu funkeji charakterystycznych.

Zadanie 2. (8 punktow)

Niech (Ny, ¢t > 0) bedzie procesem Poissona o intensywnosci A i niech s, ¢, h >
0, t <t+h <s. Obliczy¢ P(Nyyp — Ny = k| Ny = n).

Zadanie 3. (8 punktow)

Niech X7,..., X, bedzie proba losowa z rozkladu N (0, 0?). Wyznacz stala c,
tak aby statystyka Y = ¢> " | |X;| byla nieobciazonym estymatorem para-
metru o.

Zadanie 4. (8 punktow)

Zatozmy, ze (X, d) jest przestrzenia metryczna oraz {a, }22, C X jest ciagiem
spelniajacym warunek

d(anJrl; an+2) S Cd<an7 anJrl)

dla n € N oraz pewnej statej 0 < ¢ < 1. Pokaz, ze:

1. dla n > 2 mamy d(a,, a,+1) < c*d(ay,as);



2. ciag {a,}5°, spetnia warunek Cauchy’ego.

Zadanie 5. (8 punktow)

Pokaza¢, ze jedli funkcje f i f sa holomorficzne na niepustym obszarze
D, to f jest stala na D.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 26.06.2017
Matematyka teoretyczna

Zadanie 1 « (8 punktow)

Niech H bedzie podgrupa S5 rzedu 10. Pokaz, ze istnieja x1,x,... 210 €
Ss takie, ze {x1H, ..., x1oH} jest zbiorem warstw lewostronnych a { Hxq,... Hxio}
jest zbiorem warstw prawostronnych.

Zadanie 2. (8 punktow)

Niech A € M, ., (R) bedzie macierza symetryczna, i niech
max{(Av,v) | v e R",||v] <1} = (Aw,w)

dla pewnego w € R", ||w| = 1. Udowodnij, ze w jest wektorem wlasnym A.

Zadanie 3. (8 punktow)
Niech n € N oraz a;, > 0 dla kazdego k € {1,2,...,n}.

(a) Uzasadnij, ze

o< (5) (£2)

k=1 k=1
(b) Jezli dodatkowo zalozymy, ze ay - ...-a, = 1, to
"< (14ay) ... (1 +ap).

[Wskazowka:] W podpunkeie (b) nieréwnosé pomiedzy Srednia arytmetyczng
i geometryczna moze by¢ pomocna.

Zadanie 4:. (8 punktow)
Zatozmy, ze (X, d) jest przestrzenia metryczna oraz {a, }52, C X jest ciagiem
spelniajacym warunek
d(an+17 an+2) S Cd(ana an—l—l)

dla n € N oraz pewnej statej 0 < ¢ < 1. Pokaz, ze:

1. dla n > 2 mamy d(a,, a,+1) < c*d(ay,as);



2. ciag {a,}5°, spetnia warunek Cauchy’ego.

Zadanie 5. (8 punktow)

Pokaza¢, ze jedli funkcje f i f sa holomorficzne na niepustym obszarze D, to
funkcja f jest funkcja stata na D.



