EGZAMIN MAGISTERSKI, 15.02.2017
Matematyka w ekonomii i ubezpieczeniach

Zadanie 1 « (8 punktow)
Zmajdz rozwiazanie ponizszego zagadnienia programowania liniowego:

Zmaksymalizowaé T, — 229 + 13 — T3
przy ograniczeniach

ry — 31‘2 + z3 + 2[1)5 = 8

4x2 + 31’4 - Ty = 3

Zadanie 2. (8 punktow)

Oblicz é99, Agy oraz asg jesli wiadomo, ze spetniona jest hipoteza jednorod-
nej populacji, przyszty czas zycia 0-latka jest zmienna losowa o rozkladzie
wyktadniczym z parametrem 0.1 oraz natezenie oprocentowania réwne jest
0.1.

Zadanie 3. (8 punktow)

W celu oszacowania proporcji os6b leworecznych wsrod studentéw matema-
tyki przeprowadzono nastepujacy eksperyment. Pytano o leworecznosé ko-
lejnych, losowo wybranych studentéw az do momentu znalezienia 10, ktérzy
sa leworeczni. 7 przepytanych w ten sposob osob, 87 bylo praworecznych.
Na podstawie tych danych dokonaj estymacji proporcji oséb praworecznych
wsrod studentow matematyki.

Zadanie 4:. (8 punktow)

Zatozmy, ze (X, d) jest przestrzenia metryczna oraz f: X — R. Sprawdz, czy
funkcja p: X x X — R zdefiniowana wzorem

plz,y) = d(z,y) + [f(x) = f(y)]
jest metryka na X.

Zadanie 5. (8 punktow)



Pokazad, ze jesli czesci rzeczywista u i urojona v funkeji holomorficznej
f:C—C, f(xr+iy) = u(x,y) +iv(z,y), spelniaja warunki u? — 2v = 1, to
f jest stala.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 15.02.2017
Nauczycielska

Zadanie 1 « (8 punktow)

Na boku BC tréjkata ABC wybrano punkty D i £/ w taki sposob, ze miary
katow LCAD i £ ABC sa réwne, a odcinek AF jest dwusieczng kata £ DAB.
Udowodnij, ze AC' = CE.

Zadanie 2. (8 punktow)

Udowodnij, ze jesli n jest nieparzyste to liczba 3" + 7" jest podzielna przez
5.

Zadanie 3. (8 punktow)

W celu oszacowania proporcji osob leworecznych wérod studentow matema-
tyki przeprowadzono nastepujacy eksperyment. Pytano o leworecznosé ko-
lejnych, losowo wybranych studentéw az do momentu znalezienia 10, ktérzy
sa leworeczni. 7 przepytanych w ten sposob osob, 87 bylo praworecznych.
Na podstawie tych danych dokonaj estymacji proporcji oséb praworecznych
wsrod studentow matematyki.

Zadanie 4:. (8 punktow)

Zalozmy, ze (X, d) jest przestrzenia metryczng oraz f: X — R. Sprawdz, czy
funkcja p: X x X — R zdefiniowana wzorem

p(z,y) = d(z,y) + [f(z) = f(y)]
jest metryka na X.

Zadanie 5. (8 punktow)

Pokazac, ze jesli czeSci rzeczywista u i urojona v funkcji holomorficzne]
f:C—C, f(r+1iy) = u(x,y) +iv(x,y), spelniaja warunki u*> — 2v = 1, to
f jest stala.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 15.02.2017
Zastosowania

Zadanie 1 « (8 punktow)

Niech X7, X, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym roz-
ktadzie. Zakladamy, ze sa one ograniczone. Rozwazmy empiryczng funkcje

tworzaca momenty
1 n
d,(s)=— e*Xi,
(s) =~ ;

Niech ¢(s) = EesX1.

1. Do czego zbiega i w jakim sensie ®,, gdy n — oo. Poda¢ z jakich twierdzen
sie korzysta.

2. Obliczy¢ wariancje o2 = ID?(e
3. Niech

SXl).

€Enp =

EA

Do czego zbiega
P (12a(s) = d(s) < €0

gdy n — oco. Wykorzystac, ze jesli Z jest zmienna o rozkladzie standardowym
normalnym, to P(Z < 1) = 0.8413.

Zadanie 2. (8 punktow)

1. Niech B(t) (t > 0), bedzie standardowym ruchem Browna. Do czego zbiega
P(B(t) > t*) gdy t — oo. Poda¢ odpowiedz w zaleznosci od a € R.
2. Obliczy¢ wariancje aB(1) 4+ b(B(2) — B(1)).

Zadanie 3. (8 punktow)

Niech X1, ..., X, bedzie proba z rozkladu o gestosci f(z, 0) = 0(1+x) 1 14 o (z),
0 > 0. Testujemy Hy : 6 =1 przeciwko H; : 60 > 1. Wyznacz test jedno-
stajnie najmocniejszy na poziomie istotnosci a = 0.05.

Zadanie 4. (8 punktow)



Zalozmy, ze (X, d) jest przestrzenia metryczng oraz f: X — R. Sprawdz, czy
funkcja p: X x X — R zdefiniowana wzorem

plx,y) = d(z,y) + [f(z) — f(y)]
jest metryka na X.

Zadanie 5. (8 punktow)
Pokazaé, ze jesli czesci rzeczywista u i urojona v funkcji holomorficzne;j
[:C—C, f(xr+iy) =u(x,y) +iv(z,y), spelniaja warunki u? — 2v = 1, to
f jest stala.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 15.02.2017
Biomatematyka

Zadanie 1 « (8 punktow)
Rozpatrzmy diploidalna populacje, ktora kojarzy sie losowo. Przyjmujemy,

ze w tej populacji dostosowania genotypéw AA, Aa i aa sa w stosunkach
1:1—s:(1-2s)

(i) Jak zmienia sie czestosé allelu a w tej populacji w kolejnych pokoleniach?

(ii) Przy jakiej czestosci allelu a sklad genetyczny tej populacji nie ulega
zmianie w kolejnych pokoleniach.

Zadanie 2. (8 punktow)

Rozwdj pewnej populacji owadow, bedacych szkodnikami lesnymi oraz ofia-
rami ptakow lesnych opisany jest rownaniem

2
ﬂ:7“]\/'(1—5) —ﬁ—N
dt K a? + N2
gdzie N(t) oznacza liczebnosé¢ populacji w chwili ¢, a ry, Ky, oraz 3, « sa
dodatnimi statymi.

(i) Podaj interpretacje pojawiajacych sie w tym roéwnaniu wielkosci.

(ii) Wyznacz stany stacjonarne.

Zadanie 3. (8 punktow)

W celu oszacowania proporcji osob leworecznych wérod studentéw matema-
tyki przeprowadzono nastepujacy eksperyment. Pytano o leworecznosé ko-
lejnych, losowo wybranych studentéw az do momentu znalezienia 10, ktoérzy
sa leworeczni. Z przepytanych w ten sposéb os6b, 87 bylo praworecznych.
Na podstawie tych danych dokonaj estymacji proporcji oséb praworecznych
wsrod studentow matematyki.

Zadanie 4. (8 punktow)



Zalozmy, ze (X, d) jest przestrzenia metryczng oraz f: X — R. Sprawdz, czy
funkcja p: X x X — R zdefiniowana wzorem

plx,y) = d(z,y) + [f(z) — f(y)]
jest metryka na X.

Zadanie 5. (8 punktow)
Pokazaé, ze jesli czesci rzeczywista u i urojona v funkcji holomorficzne;j
[:C—C, f(xr+iy) =u(x,y) +iv(z,y), spelniaja warunki u? — 2v = 1, to
f jest stala.



