EGZAMIN MAGISTERSKI, 14.09.2016
Matematyka w ekonomii i ubezpieczeniach

Zadanie 1 « (8 punktow)

Dwie z decyzji A, B, C w grze przeciw Naturze o ponizszej macierzy wy-
plat sa optymalne wedlug kryterium Laplace’a i Savage’a.
Wyznacz te decyzje oraz warto$¢ "wspotczynnika optymizmu" p, przy ktorej
sa one optymalne takze wedlug kryterium Hurwicza.

| B\ E, By E, Es

Al 3 4 1 -1 1
Bl 2 0 2 0 0
ci 1 5 2 1 -1

Zadanie 2. (8 punktow)

Rozpatrujemy ciagly model 20-letniego mieszanego ubezpieczenia na zycie
i dozycie. Sktadka netto ma byé¢ oplacana ze stalg intensywnoscig P = 500
przez caly okres trwania umowy. Swiadczenie §miertelne w wysokosci ¢-.9 jest
platne w chwili $mierci ¢ € (0,20] a suma ubezpieczenia w ubezpieczeniu na
dozycie wynosi S. Wylicz stala S wiedzac, ze ubezpieczony to osoba 30-letnia,
ktorej przyszly czas zycia ma stale natezenie Smiertelnosci pzo4 = 0.01 a
nateznie oprocentowania wynosi o = 0.04.

Zadanie 3. (8 punktow)

Niech X1, X5, ..., X, 1 Y1,Y5, ..., Y, beda dwoma niezaleznymi probami loso-
wymi z tego samego rozktadu z wartoscia oczekiwana p, natomiast X oraz
Y ich $rednimi prébkowymi. Na podstawie tych érednich tworzymy nowy
estymator postaci

T=rX+(1-r)Y,

gdzie r jest liczba z przedziatu [0, 1].

1. Wykaz, ze T' jest nieobcigzonym estymatorem dla p.



2. Wykaz, ze T' ma najmniejszy btad sredniokwadratowy gdy
n

T =
n+m

Zadanie 4. (8 punktow)

Niech C'[0,1] oznacza zbior funkcji ciaglych i rozniczkowalnych w sposob
ciagly na odcinku [0, 1]. Sprawdz, czy funkcja d okreslona dla f, g € C1[0, 1]
wzorem

d(f,g) = sup |f'(z) - g'(2)]

z€[0,1]

jest metryka na C*[0, 1].

Zadanie 5. (8 punktow)

Jakie sg mozliwe wartosci wyrazenia
/ 22 cosz + cosz — 1d
I 24 + 22
jezeli I' jest zamknietg i prostowalng krzywa gtadka, bez samoprzecieé i taka
ze{2€C:2'+22=0}NT =07

<,



EGZAMIN MAGISTERSKI, 14.09.2016
Nauczycielska

Zadanie 1 « (8 punktow)

Ile jest ulamkow nieskracalnych postaci 545, gdzie 1 < n < 10007

Zadanie 2. (8 punktow)

W trojkacie prostokatnym jedna przyprostokatna ma dtugosé 3, a dtugosé
promienia okregu wpisanego wynosi 1. Obliczy¢ dlugosci pozostatych bokow
tego trojkata.

Zadanie 3. (8 punktow)

Niech X1, X5, ..., X,, 1 Y1, Y5, ..., Y,, beda dwoma niezaleznymi probami loso-
wymi z tego samego rozkladu z wartoscia oczekiwana p, natomiast X oraz
Y ich $rednimi prébkowymi. Na podstawie tych s$rednich tworzymy nowy

estymator postaci - B
T:TX+(1_T)Y7

gdzie r jest liczba z przedziatu [0, 1].
1. Wykaz, ze T jest nieobciazonym estymatorem dla .

2. Wykaz, ze T' ma najmniejszy btad $redniokwadratowy gdy
n

T =
n+m

Zadanie 4:. (8 punktow)

Niech C'0,1] oznacza zbior funkcji ciaglych i rézniczkowalnych w sposob
ciagly na odcinku [0, 1]. Sprawdz, czy funkcja d okreslona dla f,g € C1[0,1]
wzorem
d(f,9) = sup [f'(z) — g'()]
z€[0,1]

jest metryka na C[0, 1].



Zadanie 5. (8 punktow)

Jakie sa mozliwe wartosci wyrazenia
/ 2% cosz + cosz — 1d
I 24 4 22
jezeli T' jest zamknietg i prostowalng krzywa gtadka, bez samoprzecieé i taka
ze{z€C:2'+22=0}NT =07

<,



EGZAMIN MAGISTERSKI, 14.09.2016
Zastosowania

Zadanie 1 « (8 punktow)

Niech wektor losowy (Xi, X3) ma rozklad wielowymiarowy zadany przez:

]P(Xl - —1,X2 == —1) - 1/4, ]P(Xl = —1,X2 = 1) - 1/4, ]P(Xl -
1,X2 = —].) = 3/8, ]P(Xl = ].,Xg = ].) = ]./8 1Y = —4X1 +X2 Niech teraz
Y1, ..., Yoo bedag niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie

takim jak Y. Podaé¢ przyblizong wartosc
P(Y; + -+ Yig € (100 — 10 x 3.9,100 4 10 x 3.9)).
Przyjac, ze v/ 15 ~ 3.9.



Zadanie 2. (8 punktow)

Niech (W (t),t > 0) bedzie standardowym ruchem Browna. Dla jakiego ¢ € R
proces (B?(t) —ct,t > 0) jest martyngatem, submartyngalem i supermartyn-
gatem. Uzasadnié.

Zadanie 3. (8 punktow)
Niech X1, ..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym roz-
ktadzie o gestosci f(z) = exp{—(z —0)},z > 0,0 € RR.
(i) Wyznacz warto$¢ oczekiwana 0, = min{ Xy, ..., X, }.
(i) W oparciu o punkt (i) wyznacz nieobciazony estymator 6,
(iii) Udowodnij, ze 6, jest zgodnym estymatorem parametru 6.

Zadanie 4:. (8 punktow)

Niech C'[0,1] oznacza zbior funkcji ciaglych i rézniczkowalnych w sposob
ciagly na odcinku [0, 1]. Sprawdz, czy funkcja d okreslona dla f,g € C1[0,1]
wzorem

d(f,g) = sup |f'(x) —g'(z)]

z€[0,1]

jest metryka na C*[0, 1].

Zadanie 5. (8 punktow)

Jakie sa mozliwe wartosci wyrazenia
/ 2% cosz + cosz — 1d
I 24 4 22
jezeli T' jest zamknietg i prostowalng krzywa gtadka, bez samoprzecieé i taka
ze{z€C:2'+22=0}NT =07

<,



EGZAMIN MAGISTERSKI, 14.09.2016
Biomatematyka

Zadanie 1 « (8 punktow)
Zalozmy, ze w diploidalnej populacji kojarzacej sie w sposob losowy czestosé
allelu A jest rowna p € (0, 1), a dostosowania genotypow AA, Aa, i aa sa w
stosunku 1 : 1 —s : 1 — 2s. Jesli czestos¢ mutacji A — a wynosi p i brak
jest mutacji powrotnej to

(a) jakie beda czestosci poszezegdlnych genotypoéw w nastepnym pokoleniu?

(b) jaka bedzie czestosé¢ allelu A w punkcie rownowagi?

Zadanie 2. (8 punktow)
W modelu Bevertona-Holta liczebno$¢ populacji ryb morskich w n-tym roku
N,, opisana jest rOwnaniem

Nn+1 = Nna (1)

r
1+ N,
gdzie r i K sg dodatnimi stalymi.

(a) Znajdz stany stacjonarne.

(b) Podaj warunki na stabilno$¢ wyznaczonych stanéw stacjonarnych.

Zadanie 3. (8 punktow)

Niech X1, X5, ..., X, 1 Y1,Y5, ..., Y, beda dwoma niezaleznymi probami loso-
wymi z tego samego rozktadu z wartoscia oczekiwana p, natomiast X oraz
Y ich $rednimi prébkowymi. Na podstawie tych érednich tworzymy nowy
estymator postaci

T=rX+(1-r)Y,

gdzie r jest liczba z przedziatu [0, 1].

1. Wykaz, ze T' jest nieobcigzonym estymatorem dla p.



2. Wykaz, ze T' ma najmniejszy btad sredniokwadratowy gdy
n

T =
n+m

Zadanie 4. (8 punktow)

Niech C'[0,1] oznacza zbior funkcji ciaglych i rozniczkowalnych w sposob
ciagly na odcinku [0, 1]. Sprawdz, czy funkcja d okreslona dla f, g € C1[0, 1]
wzorem

d(f,g) = sup |f'(z) - g'(2)]

z€[0,1]

jest metryka na C*[0, 1].

Zadanie 5. (8 punktow)

Jakie sg mozliwe wartosci wyrazenia
/ 22 cosz + cosz — 1d
I 24 + 22
jezeli I' jest zamknietg i prostowalng krzywa gtadka, bez samoprzecieé i taka
ze{2€C:2'+22=0}NT =07

<,



Tabela 1: Tablice dystrybuanty standardowego rozk. normalnego ®(u).

v | 0.00| 0.01] 0.02| 003]| 0.04] 0.05| 0.06 | 0.07| 0.08| 0.09

0.0 | .5000 | .5040 | .5080 | .5120 | .5160 | .5199 | .5239 | .5279 | .5319 | .5359
0.1 | .5398 | .5438 | .5478 | .5517 | .5557 | .5596 | .5636 | .5675 | .5714 | .5753
0.2 | .5793 | .5832 | .5871 | .5910 | .5948 | .5987 | .6026 | .6064 | .6103 | .6141
0.3 | .6179 | .6217 | .6255 | .6293 | .6331 | .6368 | .6406 | .6443 | .6480 | .6517
0.4 | .6554 | .6591 | .6628 | .6664 | .6700 | .6736 | .6772 | .6808 | .6844 | .6879
0.5 | .6915 | .6950 | .6985 | .7019 | .7054 | .7088 | .7123 | .7157 | .7190 | .7224
0.6 | .7257 | .7290 | .7324 | .7357 | .7389 | .7422 | .7454 | .7486 | .7517 | .7549
0.7 | .7580 | .7611 | .7642 | .7673 | .7704 | .7734 | .7764 | .7794 | .7823 | .7852
0.8 | .7881 | .7910 | .7939 | .7967 | .7995 | .8023 | .8051 | .8078 | .8078 | .8133
0.9 | .8159 | .8186 | .8212 | .8238 | .8264 | .8289 | .8340 | .8340 | .8365 | .8389

1.0 | .8413 | .8438 | .8461 | .8485 | .8508 | .8531 | .8554 | .8577 | .8599 | .8621
1.1 | .8643 | .8665 | .8686 | .8708 | .8729 | .8749 | .8770 | .8790 | .8810 | .8830
1.2 | .8849 | .8869 | .8888 | .8907 | .8925 | .8944 | .8962 | .8980 | .8997 | .9015
1.3 | .9032 | .9049 | .9066 | .9082 | .9099 | .9115 | .9131 | .9147 | 9162 | .9177
1.4 | 9192 | .9207 | .9222 | .9236 | .9251 | .9265 | .9279 | .9292 | .9306 | .9319
1.5 | 19332 | .9345 | .9357 | .9370 | .9382 | .9394 | .9406 | .9418 | .9429 | .9441
1.6 | .9452 | .9463 | .9474 | .9484 | .9495 | 9505 | .9515 | .9525 | .9535 | .9545
1.7 | .9554 | .9564 | .9573 | .9582 | .9591 | .9599 | .9608 | .9616 | .9625 | .9633
1.8 | .9641 | .9649 | .9656 | .9664 | .9671 | .9678 | .9686 | .9693 | .9699 | .9706
1.9 | 9713 | 9719 | 9726 | .9732 | .9738 | .9744 | 9750 | .9756 | 9761 | .9767

2.0 | 9772 | 9779 | 9783 | .9788 | .9793 | .9798 | .9803 | .9808 | .9812 | .9817
2.1 | 9821 | .9826 | .9830 | .9834 | .9838 | .9842 | .9846 | .9850 | .9854 | .9857
2.2 | 9861 | .9864 | .9868 | .9871 | .9875 | .9878 | .9881 | .9884 | .9887 | .9890
2.3 | 9893 | .9896 | .9898 | .9901 | .9904 | .9906 | .9909 | .9911 | .9913 | .9916
2.4 | 9918 | 19920 | .9922 | .9925 | .9927 | .9929 | .9931 | .9932 | .9934 | .9936
2.5 | 9938 | .9940 | .9941 | .9943 | .9945 | .9946 | .9948 | .9949 | .9951 | .9952
2.6 | 19953 | .9955 | .9956 | .9957 | .9959 | .9960 | .9961 | .9962 | .9963 | .9964
2.7 1 9965 | .9966 | .9967 | .9968 | .9969 | .9970 | .9971 | .9972 | 9973 | .9974
2.8 | 9974 | 9975 | 9976 | .9977 | .9977 | .9978 | .9979 | .9979 | .9980 | .9981
2.9 | 9981 | .9982 | 9982 | .9983 | .9984 | .9984 | .9985 | .9985 | .9986 | .9986




