EGZAMIN MAGISTERSKI, czerwiec 2015
Biomatematyka

Zadanie ]_ e (8 punktéw)

Rozpatrzmy chorobe, ktora rozprzestrzenia si¢ za posrednictwem nosicieli, u ktorych
nie wystepuja jej symptomy. Niech C(t) oznacza liczbe nosicieli w chwili t. Zakladamy,
ze nosiciele sg rozpoznawani i izolowani ze stata intensywnoscia «, a wiec

ac

dt
Intensywnos¢, z jaka podatni sg zarazani jest proporcjonalna do liczby nosicieli i liczby
podatnych, a wiec

—aC.

ds
—=—B5C,

Niech Cj i Sy beda odpowiednio liczba nosicieli i liczba podatnych w chwili ¢ =0.
(i) Wyznacz liczbe nosicieli w chwili ¢.

(ii) Wyznacz liczbe podatnych w chwili .

(iii) Znajdz limy; . S(t), liczbe 0sob, ktoére uniknety choroby.

Zadanie 2. (8 punktéw)
Zat6zmy, ze populacja w obecnoéci drapieznikow rozwija sie zgodnie z réwnaniem
dN alN

o NN

(i) Wyznacz stany stacjonarne.

a,b> 0.

(ii) Okresl stabilno$é wyznaczonych stanéw stacjonarnych.

Zadania 3’ 4’ 50

Takie same, jak dla specjalnosci Matematyka nauczycielska.



EGZAMIN MAGISTERSKI, czerwiec 2015
Matematyka w ekonomii i ubezpieczeniach

Zadanie ]_ e (8 punktéw)
Przy ustalaniu dobowej racji zywieniowej dla zwierzat hodowlanych wykorzystuje sie
pasze A oraz pasze B. Racja zywieniowa powinna m.in. zawiera¢ sktadniki odzywcze:

S1 (nie mniej niz 27),
Sy (nie mniej niz 32),
S3 (nie mniej niz 36).

Zawartosci wymienionych sktadnikow w 1 kg paszy oraz koszty 1 kg paszy sa nastepujace:

pasza || S1 | Sy | S3 || koszt
A 3|8 |12 6
B 9143 9

Ustal optymalna racje zywieniowa przy warunku minimalnych kosztéw wtasnych. Ile
wynosi ich wartosé?

Zadanie 2. (8 punktéw)

Rozpatrzmy nastepujacy produkt ubezpieczeniowy dla 20-latka - jesli umrze on w
pierwszym roku trwania umowy to wyptata wynosi 1000 PLN, jesli zyje na koniec dru-
giego roku to wyptata wynosi 2000 PLN. Ubezpieczony ptaci sktadki w wysokosci x PLN
na poczatku pierwszego roku oraz 2x PLN na poczatku drugiego roku. Znajdz z. Do ob-
liczen przyjmij, ze zachodzi hipoteza jednorodnej populacji, efektywna stopa procentowa
w pierwszym roku wynosi i; = 60% natomiast w drugim roku wynosi i, = 25% ponadto

loo =1000,15; = 800,122 = 400.

Zadania 3, 4:, 5.

Takie same, jak dla specjalnosci Matematyka nauczycielska.



EGZAMIN MAGISTERSKI, czerwiec 2015
Matematyka z informatyka

Zadanie ]_ e (8 punktéw)
Co to jest metoda Eulera dla réwnan rézniczkowych zwyczajnych? Opisz jej dziatanie,

zagadnienie jakie rozwigzuje wraz z koniecznymi zalozeniami, wyprowadz oszacowanie
btedu lokalnego i globalnego.

Zadanie 2. (8 punktéw)
Rozwaz nastepujaca funkcje napisang w C++:

#include<utility>
int oblicz(int x, int y)
{
while(y)
std: :swap (x=y,y);
return Xx;

3

1. Wyjasnij co oblicza funkcja oblicz. Uzasadnij matematyczna poprawnosé algoryt-
mu.

2. Wyjasnij dla jakich argumentéw dziatanie tej funkeji jest poprawne a dla jakich nie
i dlaczego. Zmodyfikuj funkcje tak, aby zwracata poprawne wyniki dla wszystkich
wartos$ci argumentow.

3. Co otrzymamy, gdy uruchomimy obliczenia z argumentem 117 oraz 7117 Napisz
funkcje testujaca dla wybranych przypadkow.

Zadania 3, 4:, 5.

Takie same, jak dla specjalnosci Matematyka nauczycielska.



EGZAMIN MAGISTERSKI, czerwiec 2015
Matematyka nauczycielska

Zadanie ]_ e (8 punktéw)
Udowodnié¢, ze jesli a i b sg liczbami naturalnymi oraz
7|a*+b°

to 7|a i 7|b; (symbol a|b oznacza, ze a dzieli b).

Zadanie 2. (8 punktéw)
Dany jest trojkat o bokach dtugosci 48,40,40. Obliczy¢ odlegtosci srodka ciezkosci od
poszczegblnych wierzchotkow.

Zadanie 3. (8 punktéw)
Niech Xi,...,X,, bedzie proba losows z rozktadu wyktadniczego o gestosci

f(z|0) =0exp(—bx), 6>0,2>0.
(ii) Wyznacz estymator najwiekszej wiarogodnosci parametru 6.

(iii) Wyznacz metoda momentéw estymator parametru 6.

Zadanie 4:. (8 punktéw)
Zatézmy, ze ACR i T C[0,1] sa zwartymi podzbiorami prostej euklidesowej. Uzasad-
nij, ze zbior

C= {ta—i—(l—t)eb:a,bEA,teT}

jest zwarty.

Zadanie 5. (8 punktéw)
Dla 0 < p < oo policz catke

/OO cospr_,
——dx.
0o (14a2)2



EGZAMIN MAGISTERSKI, czerwiec 2015
Matematyka teoretyczna

Zadanie ]_ e (8 punktéw)

Podaj definicje podgrupy charakterystycznej. Nastepnie w grupie jednosci kwater-
nionéw znajdz wszystkie wlasciwe podgrupy normalne. Ktére z nich sg podgrupami
charakterystycznymi? OdpowiedZ uzasadnij.

Zadanie 2. (8 punktéw)
Rozwazmy powierzchnie w R® zadang réwnaniem z = 2% —y?. Udowodnij, ze przez
kazdy punkt tej powierzchni mozna poprowadzi¢ prostg zawarta w tej powierzchni.

Zadanie 3. (8 punktéw)
Pokazac, ze istnieje taka stala C >0, ze dla kazdego N > 2 mamy
N dx N

1ogN logx logN)2 ‘

Zadanie 4:. (8 punktéw)
Zatézmy, ze ACR i T C[0,1] sa zwartymi podzbiorami prostej euklidesowej. Uzasad-
nij, ze zbior

C= {ta—l—(l—t)eb:a,bEA,teT}

jest zwarty.

Zadanie 5. (8 punktéw)
Dla 0 <p < oo policz catke

/00 cospr
—————dx
0o (14+a2)2



EGZAMIN MAGISTERSKI, czerwiec 2015
Zastosowania

Zadanie ]_ e (8 punktéw)
Zmienna losowa Y,,, gdzie n = 1,2,..., ma rozktad gamma Gamma(n,\). Pokaza¢ zbiez-
no$¢ wg rozktadu

ﬁ(f

—1) 2 N(0,1).

Poda¢ do czego zbiega ciag
P(|Y,|<1.96), n=1.2,...
Mozna wykorzystaé¢ nastepujace informacje:

e Dla rozkladu Gamma(a,b)
f. char.
1=5)

o jesli N ~N(0,1), to P(N < 1.96) ~ 0.975.

srednia | wariancja

a

b

a

b2

Zadanie 2. (8 punktéw)

Niech B; bedzie ruchem Browna. Podaj przyktad funkcji f, dla ktorej proces f(t,B;)
jest martyngatem wzgledem naturalnej filtracji B; oraz udowodnij z definicji martyngahu,
ze podany przyktad jest poprawny.

Zadanie 3. (8 punktow)
Niech X3,...,X,, bedzie préba z rozktadu N(u,1). Wyznacz test jednostajnie najmoc-
niejszy, na poziomie istotnosci a=0.05, w problemie testowania

Hy:p=1,
H12/L:2.

Zadanie 4:. (8 punktow)
Zatézmy, ze ACR i T C[0,1] sa zwartymi podzbiorami prostej euklidesowej. Uzasad-
nij, ze zbior
C= {ta—i—(l—t)eb:a,be A,tGT}

jest zwarty.

Zadanie 5. (8 punktéw)
Dla 0 < p < oo policz catke

/OO coSpT_
———=dx.
0 (1+a7)?



