Egzamin licencjacki (rozwigzania zadar) -1- 23 czerwca 2014 r.

Rozwigzania zadan testowych

1. Dany jest taki szereg zbiezny Z Gn, 7€ a1 =5 oraz Z an =100. Podaé¢ sumy nastepu-
n=1
jacych szeregow:
o

a) Z (ans1+a,) =195

b) Z ap+1—an) =—5

o
M8l|

(aiﬂ - a%) =25
1

n

)
WE

(20n+1 —20n) =—31
n=1

Rozwigzanie:

7 réwnosci

o o9] oo
> (ans1Ean) = ZanHiZan ZaniZan > an—ar1£)  ap,=100—5%100
n=1

n=1 n=1

otrzymujemy odpovvledm w podpunktach a) b).

Dla dowolnej funkcji f:R— R ciaglej w zerze i dowolnej liczby calkowitej dodatniej N
zachodza réwnosci
N

(f(an+1)—f(an))=(f(a2)—f(al))+(f(a3)—f(a2))+(f(a4)—f(a3))+---
(( ) flan-1))+(f(ani1) = flan)) = f(an1) = f(a1) = f(0) = f(a1) = f(0) = f (5)

o0
przy N — oo, gdyz ze zbieznosci szeregu > a, wynika ay4; — 0.
n=1

Stad wynika, ze
Z anJrl an)) = f(O) - f(5) )

co daje odpowiedzi w podpunktach b), c) i d).

2. Dla kazdej funkcji rézniczkowalnej f: R — R spelniajacej warunki f(a) =0 oraz f(b) =
istnieje taka liczba rzeczywista z, ze f'(z)=c.
Dla podanych a, b wskazaé taka liczbe rzeczywista ¢, aby powyzsze zdanie bylo prawdziwe.
a) a=1, b=11, ¢=86
b) a=2, b=8, ¢=10
c) a=3, b=8, =12
d) a=4, b=0, c=-15

Rozwigzanie:

7 twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej rachunku rézniczkowego wynika istnienie takiej
liczby z € (a,b), ze
iy IO =S 60

b—a b—a

Zatem poprawna odpowiedz to ¢=60/(b—a). Jest to jedyna poprawna odpowiedz, gdyz funkcja
liniowa spelniajaca warunki zadania ma stala pochodna, réwna wlasnie 60/(b—a).
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3. Poda¢ w postaci przedziatu zbiér wszystkich takich wartosci rzeczywistych parametru p,
ze dla dowolnych z,y € R zachodzi nieréwnosé¢ W (z,y) > 0.
a) W(z,y)=a>+pry+y* pe(-2,2|
b) W(z,y)=2*+zy+py?, pcll/4, +o0)
c) W(zy)=a?—zy+py®, pe[l/4,+00)
d) W(z,y)=pz*+azy+py®, pe(1/2,+o0)
Rozwigzanie:
Dla liczb rzeczywistych a, b, ¢ wielomian W (z,y) = az? + bxy + cy? przyjmuje tylko wartodci
nieujemne wtedy i tylko wtedy, gdy a i ¢ sa nieujemne, a ponadto b% < 4ac.
To prowadzi kolejno do nastepujacych warunkéw na parametr p:
W a) otrzymujemy p? < 4.
W b) i ¢) otrzymujemy 1 < 4p.
W d) otrzymujemy p >0 oraz 1 < 4p?.

dx

4. Niech C(a,b) = { E
3T

] , gdzie [y] oznacza czesé calkowita liczby y. Podaé wartosci

ponizszych wyrazen.

a) C(20,26) =2

b) C(50,62)=3
c) C(85,100)=3
d) €(100,120) =4
Rozwigzanie:
Jezeli 3" < a <b< 3" to dla z € [a,b] zachodza nieréwnoéci
n<logsxr<n+1,
czyli

1 1 1

< —.
n+1 logsz n

W konsekwencji
b
b—a dx b—a

< <
n+1 logzx n
a

Poprawne odpowiedzi wynikaja z nastepujacych nieréwnosci:

26
6 d 6
9= < [ 23 (n=2)
3 5 logzx 2

62
12 < dx < 12
4 1 3
% 083

100

15 < dx < 15 < 16

) 1 4 4
g 837

120
20 dx 20
< <

5 10g3l' 4
100

Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroclawskiego



Egzamin licencjacki (rozwigzania zadar) -3 - 23 czerwca 2014 r.

b
2
5. Dla podanych a, b podac taka liczbe ¢, aby /%dl’ =lInec.

2
a
a) a=1, b=3, c¢=2
b) a=3, b=5, =2
c) a=2, b=9, ¢=8
d) a=5, b=11, c=4
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze w liczniku funkcji podcalkowej wystepuje pochodna mianownika. Mozemy
wiec skorzystaé ze wzoru

HOI
[y dr=mlf@)+C

prawdziwego dla dowolnej funkcji rézniczkowalnej f.

W konsekwencji
2z 9

oraz
b

[ e =t (#47) o (2 47) = T

a

skad poprawna odpowiedz to
V2+7
c=———.
a?+7

3 4
6. Niech z= = + gz Dla podanych liczb m, n podaé taka liczbe rzeczywista k, aby zacho-

dzita réwnosé 2™ -z = k.

a) m=10, n=1, k=9
b) m=15 n=2, k=13
c) m=20, n=3, k=17
d) m=50, n=4, k=46
Rozwigzanie:

1 a w konsekwencji 2" = z~™. Zatem poprawna

Poniewaz |z| =1, zachodzi réwnosé z =z~
odpowiedz to k=m —n.

7. Dla podanej macierzy wskazac¢ taks wartos¢ parametru p, aby wyznacznik macierzy byt

réwny 0.
1 2 3

a) 3 4 5 |, p=7
1 4 p
2 35

b) 1 2 4|, p=11
8 9 »p
111

c) 1 2 3|, p=3
1 p 5
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1 10 21

d) 1 p 5 |, p=2
3 5 13
Rozwigzanie:

Wyznacznik macierzy jest rowny zero wtedy i tylko wtedy, gdy pewna nietrywialna kombi-
nacja liniowa wierszy lub kolumn jest wektorem zerowym.

W przypadku macierzy rozmiaru 3 x 3 z podanymi wszystkimi wyrazami dwéch wierszy
(lub kolumn) mozemy zgadnaé/zauwazy¢ lub wyprowadzi¢ wspélna dla obu tych wierszy (od-
powiednio: kolumn) zalezno$é liniowa (jednorodna) miedzy ich wyrazami, a nastepnie zazadac,
aby ta sama zaleznosé¢ byla spelniona w trzecim wierszu (odpowiednio: kolumnie).

I tak w podpunktach a) i ¢) zauwazamy, ze w kazdym z dwo6ch pierwszych wierszy wyrazy
tworza postep arytmetyczny (inaczej: Srodkowy wyraz jest $rednig arytmetyczna skrajnych).
Jezeli ta sama zaleznosé bedzie w wierszu trzecim, wyznacznik macierzy bedzie réwny 0.

W podpunkcie b) zauwazamy, ze w pierwszych dwoch wierszach réznica miedzy wyrazem
trzecim i drugim jest dwa razy wieksza od réznicy miedzy wyrazem drugim i pierwszym. Za-
stosowanie tej zaleznosci do trzeciego wiersza daje szukang odpowiedz.

Natomiast w podpunkcie d) zauwazamy, ze w wierszach pierwszym i trzecim spelniony jest
warunek: trzeci wyraz jest suma wyrazu pierwszego i podwojonego wyrazu drugiego. Wystarczy
dobraé p tak, aby warunek ten byt spelniony takze w wierszu drugim.

8. Dla wskazanej wartosci parametru p podaé zbidr rzeczywistych wartosci wlasnych ma-

1 20
cierzy | p 2 0

0 0 3
a) p=0, {1, 2,3}
b) p=1, {0, 3}
c) p=3, {-1,3,4}
d) p=-1, {3}

Rozwigzanie:

Wartosciami wlasnymi danej w zadaniu macierzy sa liczba 3 oraz wartosci wlasne macierzy

1 2 N Ce .
( b 2 ), ktore sg pierwiastkami jej wielomianu charakterystycznego

2—A

Suma tych pierwiastkéw jest rowna 3, a ich iloczyn jest réwny 2 — 2p.

Dla p=0 iloczyn pierwiastkéw jest rowny 2, a zatem te pierwiastki to 11 2.

Dla p=1 iloczyn pierwiastkéw jest rowny 0, a zatem te pierwiastki to 01 3.

Dla p=3 iloczyn pierwiastkéw jest réwny —4, a zatem te pierwiastki to —1 i 4.

Dla p=—1 iloczyn pierwiastkoéw powinien byé¢ réwny 4, co jest niemozliwe dla pierwiastkéw
rzeczywistych.

det<1;A 2 ):(1—A).(2—A)—zp:A2—3A+(2—2p).

9. Liczbe naturalng n nazwiemy dobrg, jezeli kazy element grupy cyklicznej rzedu n, rézny
od elementu neutralnego, jest jej generatorem. Dla podanej liczby m podaé najmniejsza dobrg
liczbe n > m.

a) m=7, n=11
b) m=14, n=17
c) m=21, n=23
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d) m=28, n=29

Rozwigzanie:

Liczby dobre to liczby pierwsze, a zatem poprawna odpowiedz to najmniejsza liczba pierwsza
wieksza od m.

10. Dla podanej liczby n podaé najwiekszy rzad elementu grupy permutacji .Sj.

a) n= 6

b) n= 6, 6

c) n=7, 12

d) n=9, 20
Rozwigzanie:

Kazda permutacja jest iloczynem cykli rozlacznych, a jej rzad jest najmniejsza wspolna
wielokrotnoscia dtugosci tych cykli.

Najoszczedniejsze konstruowanie permutacji wysokiego rzedu polega na sktadaniu cykli roz-
tacznych o parami wzglednie pierwszych dlugosciach. Pamietajmy, ze suma dlugosci tych cykli
nie moze przekraczaé n.

Poniewaz najkrotsze trzy cykle o dlugoéciach parami wzglednie pierwszych wiekszych od 1
maja dtugosci 2, 3, 5, a we wszystkich pytaniach n < 10=2+3+ 5, najwiekszy rzad ma permu-
tacja bedaca cyklem lub zlozeniem dwéch cykli roztacznych o wzglednie pierwszych dtugosciach.

Bezposrednio sprawdzamy, ze najwieksze rzedy permutacji sa realizowane w nastepujacy
sposéb (w miare mozliwosci staramy sie zlozy¢ dwa cykle zblizonej dugosci, o sumie dlugosci n):
dla n =5 — zlozenie cykli dtugosci 2 1 3,
dla n =6 — zlozenie cykli dtugosci 2 i 3 lub cykl dtugosci 6,
dla n =7 — zlozenie cykli dtugosci 3 i 4,
dla n =9 — zlozenie cykli dtugosci 4 i 5.

11. Losujemy liczbe ze zbioru {1, 2, ..., n}. Niech E(n) bedzie wartoscia oczekiwana wylo-
sowanej liczby. Wéwczas
a) E(6)=3,5=T/2
b) E(10)=5,5=11/2

) E(15)=
d) (2014)—10075 2015/2
Rozwigzanie:

Wartosé oczekiwana jest réwna
n

Zi n+1) n+1
“n 2

12. W pierwszej urnie jest jedna kula czarna i jedna kula biata, a w drugiej urnie jest jedna
kula biala i n kul czarnych. Z losowo wybranej urny losujemy jedna kule. Niech P(n) bedzie
prawdopodobienstwem, ze wylosowana kula jest biala. Woéwczas

a) P(1)=1/2
b) P(2)=5/12
c) P(3)=3/8
d) P(5)=1/3

Rozwigzanie:

Prawdopodobienstwo wylosowania pierwszej urny, a nastepnie wylowowania z niej kuli bialej
jest réwne 1/4.
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Prawdopodobienstwo wylosowania drugiej urny, a nastepnie wylowowania z niej kuli biatej
1

2(n+1)

Zatem prawdopodobienstwo wylosowania kuli bialej jest réwne
l+ I (n+1)+2  n+3

4 2(n+1)  4(n+1)  4n+1)°

Rozwigzania zadan otwartych

jest réwne

Zadanie ]_ o Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego
i (3n)!- 2 (1)
n=1 (271)' nn

Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium d’Alemberta do szeregu (1) traktowanego jako szereg liczbowy z pa-
rametrem x # 0.
Otrzymujemy
(Bn+3)l-z? T2 (2n)lnm |
(2n+2)!- (n+ )"+t (3n)!.22n|

(3n+1)-(3n+2)-(3n+3) 22
(2n+1)-(2n+2)- (nT_H)n'(n—l-l)
(3n+1)-(3n+2)-3-22 27

N (2n+1).2-(1+%)"-(n+1) e

przy n — oo.

2,/

33

2,/e
3v3
2/e

Stad wniosek, ze promief zbieznosci szeregu potegowego (1) jest réwny ——

3v3

27
Jezeli = 2 <1, eyl |z| < , to szereg (1) jest zbiezny.
e

27
Jezeli zas " 22> 1, czyli || > , to szereg (1) jest rozbiezny.
e

Odpowied?z

2\/e

3V3
Zadanie 2 o Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza warto$é funkeji

f(zy)=3x+4y+5 (2)

Dany w zadaniu szereg potegowy ma promien zbieznosci

na okregu
{(x,y) catpyt= 1} .
Wyznaczy¢ wszystkie punkty, w ktérych wartosci najmniejsza i najwieksza sa osiagane.
Rozwigzanie:
Sposéb 1
Funkcje f mozemy wyrazié¢ przy pomocy iloczynu skalarnego wektoréw, a mianowicie

flzy)=(34)o(z,y)+5.

Jezeli przez o, ,) oznaczymy kat miedzy wektorem (x,y) i wektorem (3,4), to f jest dana

wzorem
fx,y) =5+5-\/22+y?-cosa(y,y) -
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Formalnie wzér ten wymaga zastrzezenia dotyczacego =y =0, gdzie o, ,) jest wprawdzie
nieokreslone, ale i tak byloby mnozone przez 0. Faktycznie zastrzezenie to nie dotyczy rozwia-
zywanego zadania, gdyz punkt (0,0) nie lezy na rozwazanym okregu. Co wigcej, na tym okregu
mozemy przepisaé¢ f w postaci
f(z,y) =5+5-cosay,) -

Liczba COSQ(z ) PrZyjmuje wartosci miedzy —1 1 1, przy czym warto$¢ 1 jest osiggana wtedy
i tylko wtedy, gdy wektory (z,y) oraz (3,4) maja wspdlny kierunek i zwrot, a warto$é¢ —1, gdy
majg one wspdlny kierunek i przeciwne zwroty. W konsekwencji mozemy udzieli¢ odpowiedzi
na pytanie postawione w zadania.

Odpowied?z
Funkcja f na podanym w tresci zadania okregu osiaga najwicksza warto$é réwna 10 w punk-
cie (3,4)/5=(3/5,4/5), a najmniejsza warto$¢ réwna 0 w punkcie —(3,4)/5=(-3/5, —4/5).
Sposéb 11
Skorzystamy ze stardardowej procedury znajdowania ekstremdéw warunkowych, w wersji
lintowo zaleznych gradientow.
W punktach krytycznych funkeji f okreslonej wzorem (2) na krzywej zdefiniowanej warun-
kiem g(x,y) =0, gdzie
glzy)=2"+y*~1,
gradienty funkcji f i g sa liniowo zalezne. Poniewaz
gradf(z,y) = (3,4)
oraz
gradg(z,y) = (2z,2y),

liniowa zaleznos¢ gradientéw jest rownowazna réwnaniu

3 4
det( 9 2y>—07

co daje po wyliczeniu wyznacznika i wykonaniu uproszczen
3y=4x.

W konsekwencji punkty krytyczne spetniaja uktad réwnan

3y = 4dx
2?4y = 1.

Z pierwszego réwnania wyznaczamy y = 4z /3 i podstawiamy do drugiego réwnania otrzymujac
kolejno
2, 1622 _
9

2512
X :17

L,
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Bezposrednio wyliczamy, ze

4 4
f(g, 5) =10 oraz f(—g, —5> =0,

skad wynika odpowiedZ na pytanie postawione w zadaniu sformulowana na koncu pierwszego
sposobu rozwiazania.

Zadanie 3 e W zbiorniku znajduje sie 1 litr wody.

W pewnym momencie do zbiornika zaczynamy dolewaé¢ wode w tempie odwrotnie propor-
cjonalnym do ilosci (w danej chwili) wody w zbiorniku.

Jaka bedzie ilos¢ wody w zbiorniku po dwéch minutach, jesli wiemy, ze po jednej minucie
ilo$¢ wody w zbiorniku wzrosta do 5 litrow?

Wskazéwka: Jezeli z(t) oznacza ilo$¢ wody w zbiorniku w chwili ¢, to = spelnia réwnanie
rézniczkowe 2’ = k/x dla pewnej stalej k.

Rozwigzanie:

Niech z(t) bedzie iloécia (w litrach) wody w zbiorniku w chwili ¢ (w minutach), gdzie ¢t =0
odpowiada chwili, w ktérej zaczeto dolewaé¢ wode do zbiornika.

7 warunkow zadania wynika, ze funkcja z speinia réwnanie rézniczkowe

= (3)

dla pewnej statej dodatniej k, ktéra bedzie wyznaczona po rozwiazaniu réwnania i uwzglednie-
niu, ze zgodnie z warunkami zadania

z(0)=1 oraz z(1)=5. (4)
Rozwiazujemy réwnanie rézniczkowe (3):

¥ (t)x(t)=k

/x'(t)m(t)dt:/kdt,

2

) o,
2

x(t) =v2kt+2C'.

Uwzglednienie zalozen (4) prowadzi do ukladu réwnan
V2 = 1
V2k+2C = 5,

z ktérego otrzymujemy C =1/2 oraz k= 12. Zatem

z(t)=v24t+1,

co daje

2(2)=+24-2+1=V49=7.

Odpowied?
Po dwoéch minutach w zbiorniku bedzie 7 litréw wody.
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Zadanie 4: e Dowies¢, ze istnieje taka macierz kwadratowa A (o wyrazach rzeczywistych)
rozmiaru 5 X 5, ze

10 0 0 O
010 0 O
A=1008 0 0 |,
0 00 27 O
0 00 0 o4
a przy tym A nie jest macierzg diagonalna.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze warunki zadania sa spelnione przez kazda macierz postaci
a b 0 00
c d 0 00

A=]10 0 2 0 0 |,

000 30
0 00 0 4

gdzie macierz
nie jest diagonalna, ale

Niech B bedzie macierza obrotu o 120° (przeciwzegarowo) woké6! punktu (0,0), czyli

_\3

B= 2
( _l ) .

2

Woéwezas B3 jest macierza identycznosciowa.
To pozwala podaé¢ przyktad macierzy spelniajacej warunki zadania:

|
1\3‘5 DO

—3 0 0 0

o o oy L
N[ =

0O 0 0

0 2 0 0
0 0 3 0
0 0 0 4

Zadanie 5 e Dana jest taka grupa G i takie jej elementy a, b, ze
(7) element a ma rzad 3,
(7i) element b nie jest elementem neutralnym,
(ii7) zachodzi réwnosé ba = ab?.

a) Wyznaczy¢ rzad elementu b.

b) Dowiesé, ze (ab)? =e.

Rozwigzanie:

Na mocy wlasnosci (i4i) otrzymujemy

b a b ="t ba b =" ab? =" g 0
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czyli
bmea- bt ="t g 2 (5)

dla dowolnych liczb catkowitych m>11imn>0.
Wielokrotne zastosowanie wzoru (5) daje dla dowolnej liczby naturalnej k ciag réwnosci

Va=bF"1ap?=0F2a- b =" a0 =... =b?a- b =b-a b2 =0q-b?F,

czyli
Voa=a-b*, (6)

a wobec tego otrzymujemy

ba® = baaa = ab’aa = aab*a = aaab® = a®b® .

Poniewaz a3 =e, réwnosé ba® =a®b® daje b="5% skad b” =e. Zatem rzad elementu b jest

dzielnikiem liczby 7, a skoro b nie jest elementem neutralnym, to rzad ten musi by¢ rowny 7.

OdpowiedZ na pytanie a)
Rzad elementu b jest rowny 7.

Przechodzac do czesci b) zauwazmy, ze korzystajac ze wzoru (6) otrzymujemy

(ab)® = ababab = aab®bab = aab®ab = aaab’b=a®b" =e.

Inne rozwigzanie podpunktu b)
Z warunku (iii) po prawostronnym wymnozeniu stronami przez b—! otrzymujemy

ab=bab~".
Zatem elementy ab i a sg sprzezone, maja wiec ten sam rzad.

Zadanie 6. W worku znajdujg sie 1024 zwykle monety oraz jedna moneta falszywa
majaca orly po obu stronach. Wyciagnieto z worka jedng monete, a nastepnie rzucono nia
n razy. Okazalo sie, ze za kazdym razem wypadt orzel.

W zaleznosci od n, co jest bardziej prawdopodobne: To, ze wylosowana moneta jest praw-
dziwa, czy to, ze jest falszywa?

Rozwigzanie:

Prawdopodobienstwo wyciagniecia monety prawdziwej jest réwne 1024/1025, a monety fal-
szywej 1/1025.

Jezeli wyciggnieto monete prawdziwa, to prawdopodobienstwo, ze w n rzutach wypadna
same orly jest réwne 1/2". Zatem prawdopodobienstwo zdarzenia: ”Wylosowano monete

1024 210
1025-27 1025

Poniewaz w rzutach falszywa moneta wypadaja same orty, prawdopodobienstwo zdarzenia
"Wylosowano monete falszywa i wypadlo n ortéw” jest réwne F'=1/1025 niezaleznie
od liczby n.

W konsekwencji, w opisanej sytuacji prawdopodobienstwo (warunkowe), ze wylosowana mo-

prawdziwg i wypadlo n ortéw” jest réwne P =

neta jest falszywa, wynosi
F 1

P+F  142n10°

OdpowiedZ

Dla n < 10 bardziej prawdopodobne jest, ze wylosowana moneta jest prawdziwa, a dla n > 10
wigksze jest prawdopodobienstwo, ze jest ona falszywa. Dla n =10 oba prawdopodobienstwa
sa réwne 1/2.
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