EGZAMIN MAGISTERSKI, 18 wrzesnia 2013
Biomatematyka

Zadanie ]_ e (8 punktéw)
Liczebno$¢ populacji pewnego gatunku jest modelowana przez rownanie réznicowe

rN?2
A+ N?
w ktérym N, oznacza liczebnos$¢ populacji w k—tej generacji, a » i A sa dodatnimi
statymi.

Nn+1 =

(1) Znajdz rozwiazania stacjonarne powyzszego réwnania.

(ii) Zbadaj stabilno$é znalezionych w punkcie (i) rozwiazan.

Zadanie 2. (8 punktéw)
W prébie losowej o liczebnosci 100 z populacji znajdujacej sie¢ w rownowadze Har-
dy’ego-Weinberga, zaobserwowano nastepujace liczebnosci poszczegdlnych genotypow

AA | Aa | aa
naa NAa | Naa
| 49 [ 26 | 25 |

(i) Zaproponuj postaé estymatora czestosci alleli w populacji.
(ii) Dla danych z zadania podaj wartosé¢ estymatora czestosci allelu A w tej populacji.

(iii) Przypus$émy, ze w opisanej w zadaniu sytuacji znamy jedynie liczebnosé proby oraz
liczebnos$¢ osobnikéw o genotypie aa. Czy mozna wtedy wyestymowaé czestosé
wystepowania allelu A w tej populacji 7

Zadania 3, 4:, 5.

Takie same, jak dla specjalnosci Matematyka nauczycielska.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 18 wrzesnia 2013
Matematyka w ekonomii i ubezpieczeniach

Zadanie ]_ e (8 punktéw)
Rozwiaz nastepujace zagadnienie programowania liniowego:

zmaksymalizowa¢ wyrazenie 2x, — To + 13 — 214,

przy ograniczeniach

=211 + Ty + 13 = 4
Ty + 4o + @4 = 32
T + x3 = 8

Zadanie 2. (8 punktow)

Oblicz jednorazowq sktadke netto ubezpieczenia na zycie spelniajgcego nastepujace
warunki:

— ubezpieczenie zostato zawarte na 5 lat przez osobe w wieku 30 lat;
— $wiadczenie jest ptatne w chwili Smierci ubezpieczonego;

— w trakcie trwania ubezpieczenia jego suma ros$nie jednostajnie wraz z uplywem
czasu od 0 PLN do 100 PLN.

Do obliczen przyjmij, ze nate¢zenie oprocentowania oraz natezenie zgonow sa state w
rozpatrywanym okresie i przyjmuja jednakowa wartosé¢ réwna 0,05.

Zadania 3, 4:, 5.

Takie same, jak dla specjalnosci Matematyka nauczycielska.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 18 wrzesnia 2013
Matematyka z informatyka

Zadanie ]_ e (8 punktéw)
Dla danej funkcji f(z)= 2", gdzie k> 2 liczba naturalna, okre$lonej na zbiorze R wyka-
zac, ze cigg okreslony rekurencyjnie
ap €ER, ag # 0 — dowolna liczba, n=0
Apy1 =

_ flan)
(n = Fi(asy dla n>0

jest zbiezny do zera.

Zadanie 2. (8 punktéw)
Niech bedzie dany program napisany w C

const int N=7;

int a() { return 1; }

int b() { return -1; }

int f(int n, int (xx) () ) { return (xx)(*n; }
int main() { int i,r,S=0;

for(i=1; i<=N; ++i)

{
r = £(i, (i%27a:b));
printf("%i ",r);
S +=r;
}
printf ("\nS: %i\n", S);
return O;
+
Pytania:

1. Co zostanie wyswietlone w wyniku dziatania programu na ekranie komputera?
2. Wyrazi¢ wzorem matematycznym, w zaleznosci od N, otrzymany wynik.

3. Napisaé¢ program w C, realizujacy w prostszy sposob przedstawione zadanie.

Zadania 3, 4:, 5.

Takie same, jak dla specjalnosci Matematyka nauczycielska.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 18 wrzesnia 2013
Matematyka nauczycielska

Zadanie ]_ e (8 punktéw)

Pokaza¢, ze dla dowolnej parzystej liczby naturalnej n, liczba 13" 46 dzieli si¢ przez 7.

Zadanie 2. (8 punktow)

Dwa okregi o promieniach 3 i 8 sa zewnetrznie styczne w punkcie A. Obliczy¢ odlegtosdé
punktu A od prostej, ktora jest zewnetrznie styczna do obu okregéw.

Zadanie 3. (8 punktow)

Niech X, Xs,...,X,, bedzie prosta probg losowa z rozktadu normalnego o wariancji jeden
i nieznanej $redniej u.

1. Wyznacz postaé estymatora najwickszej wiarogodnosci parametru pu.

2. Czy otrzymany w ten sposob estymator jest nieobcigzonym estymatorem parame-
tru p?

Zadanie 4:. (8 punktéow)

Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczna. Dla p € X i zbioru A C X liczbe
dist(p,A) =inf{d(p,a):a € A}
nazywamy odlegtoscig p od zbioru A. Dla

A={(z,y):2*+y* =4} CR*=X.
wyznacz dist((2,2),4) w przypadku, jesli w R? mamy metryke:

1. euklidesowa,
2. maksimum,
3. taksowkowa.

OdpowiedZ uzasadnij rachunkami.

Zadanie 5. (8 punktéw)
Pokaz, ze kazda funkcja analityczna w C, o wartosciach lezacych na paraboli
y=2"+x+1,

musi by¢ w tym obszarze stata.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 18 wrzesnia 2013
Matematyka teoretyczna

Zadanie ]_ e (8 punktéw)

Zdefiniuj wszystkie ciata skoniczone (podajac zbior i dziatania) o takiej wlasnosci, ze ich
grupa multiplikatywna ma doktadnie dwa elementy, ktorych rzad jest liczba pierwsza.

Zadanie 2. (8 punktéw)

W R? ze standardowa metryka euklidesowa wybrano 17 punktéw. Kazda wspétrzedna
kazdego z tych punktéw jest liczba z przedziatu [0,1]. Udowodnij, ze odleglosé pewnych
dwodch z tych punktéw jest nie wieksza niz 1.

Zadanie 3. (8 punktow)

Niech L, bedzie ciagiem operatoréw samosprzezonych na pewnej przestrzeni Hilberta.
Zal6ézmy, ze L, jest mocno zbiezny do operatora L.

1. Pokazaé, ze wtedy promienie spektralne r(L,) sa zbiezne do r(L).

2. Czy odpowiedZ zmieni sig, jesli wyrzucimy zalozenie samosprzeznosci operatoréw
L,?

Zadanie 4:. (8 punktow)

Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczna. Dla p € X i zbioru A C X liczbe
dist(p,A) =inf{d(p,a):a € A}
nazywamy odlegtoscig p od zbioru A. Dla

A={(z,y):2* +y* =4} CR*=X.
wyznacz dist((2,2),A4) w przypadku, jesli w R? mamy metryke:

1. euklidesowy,
2. maksimum,
3. taksowkowa.

Odpowiedz uzasadnij rachunkami.

Zadanie 5. (8 punktéw)
Pokaz, ze kazda funkcja analityczna w C, o wartosciach lezacych na paraboli
y=2"+x+1,

musi by¢ w tym obszarze stata.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 18 wrze$nia 2013
Zastosowania

Zadanie ]_ e (8 punktéw)

Dla n=1,2,... niech X,1,X,32,... beda niezaleznymi zmienny losowymi o jednakowym

rozkladzie

aq + ao . a9

a
P(X,=0)=1- , P(Xp=1)=—, P(X,,=2)=
n n
dla pewnych staltych a; > 0,as > 0. Niech S,, = X,,1 +... + X,,,,. Korzystajac z teorii funkcji
charakterystycznych wykazaé, ze ciag .S, zbiega wedtug rozkladu. Zidentyfikowac rozktad
graniczny. Uzasadnié¢ poszczegdlne przejscia powotujac sie na odpowiednie twierdzenia.

Zadanie 2. (8 punktéw)

Niech X; iY; beda niezaleznymi ruchami Browna. Udowodnij, ze
Ro= X7V}

jest podmartyngatem.

Zadanie 3. (8 punktéw)

Niech X, Xs,...,X,, bedzie prosta proba losowa z rozktadu dwumianowego b(N,p), o
znanym prawdopodobienstwie sukcesu p i nieznanej liczbie prob N. Wyznacz postaé
estymatora najwiekszej wiarygodnosci parametru N.

Zadanie 4:. (8 punktéw)

Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczna. Dla p € X i zbioru A C X liczbe
dist(p,A) =inf{d(p,a):a € A}
nazywamy odlegloscig p od zbioru A. Dla

A={(z,y):2* +y* =4} CR*=X.
wyznacz dist((2,2),A) w przypadku, jeéli w R? mamy metryke:

1. euklidesowy,
2. maksimum,

3. taksowkowa.

Odpowiedz uzasadnij rachunkami.

Zadanie 5. (8 punktéw)
Pokaz, ze kazda funkcja analityczna w C, o wartosciach lezacych na paraboli
y=a’+z+1,

musi by¢ w tym obszarze stata.



