EGZAMIN MAGISTERSKI, 18.09.2012
Matematyka w ekonomii i ubezpieczeniach

Zadanie ]_ e (8 punktéw)
Sprawdz, czy wektor z°=(0,0,3,3) jest optymalnym rozwigzaniem zagadnienia pro-
gramowania liniowego:
Zminimalizowaé 8x1+dre+3x3+4xy,
przy ograniczeniach
X1 + QIQ + 4!133 + 3[L‘4 21
5.T1 + 3.2132 + T3 + 2%4 = 9

(a) Jesli odpowiedz jest pozytywna, to sprawdz, czy x° jest jedynym rozwigzaniem opty-
malnym.
(b) Jedli 2° nie jest rozwigzaniem optymalnym, to znajdZ rozwigzanie optymalne.

Zadanie 2. (8 punktéw)

Zatézmy, ze funkcja przezycia wyraza sie wzorem s(x) = P(T >x) = 100 z dla
0 <z <100 oraz spelniona jest hipoteza jednorodnej populacji (HJP).
1) Obliczy¢ JSN dla nastepujacej renty (60)-latka: jesli zyje on pod koniec drugiego
roku wyplata (na koniec drugiego roku) wynosi 20, jesli zyje pod koniec trzeciego roku
wyplata (na koniec trzeciegiego roku) wynosi 30. Przyjaé¢ stope procentowa i = 50%.
2) Rozpatrzmy dwie osoby, A i B, w wieku 30 lat. Wyznaczy¢ prawdopodobienstwo tego,
ze umarty one przed ukonczeniem 70-tego roku zycia, pod warunkiem, ze osoba A dozyta
40 lat, a osoba B dozyta 60 lat. Zaktadamy niezaleznos¢ dhugosci trwania zycia tych osob.

Zadanie 3. (8 punktéw)

Zmienna Y (t) ma w chwili ¢ rozktad normalny N(3t,0%) ze znanym o i nieznanym [3.
W celu oszacowania parametru 3 zmierzono Y w chwilach ¢,ts,...,t,. Zaktadajac, ze
pomiary te g niezalezne i majg wartosci y1,ys, ..., Yn, Wyznaczyc estymator najmniejszych
kwadratow 3 dla wspotezynnika 3. Obliczyé prawdopodobiefistwo P(] B—p | < §5), jezeli

322 = 100.
t=0

Zadanie 4. (8 punktéw)
Sprawdz, ze (R,d) jest przestrzenia metryczna dla

d(x,y) =min(1,|z—y]).

Co mozesz powiedzie¢ o zupetnosci i osrodkowoci tej przestrzeni?

Zadanie 5. (8 punktéw)
Wizystkie wartosci funkceji holomorficznej f:C — C leza na ustalonej prostej. Udowod-
nij, ze f jest stata.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 18.09.2012
Matematyka z informatyka

Zadanie ]_ e (8 punktéw)
Dany jest program:

#include <string.h>
const char *sl="Egzamin"; const int p=5;

int main() {
int i,q,n=strlen(sl);
char s2[17];

printf("n: %i\n", n);
for(g=1; (p*q)%n'=1; ++q)

printf("q: %i\n", q);
s2[0] = ’E’;
for(i=1; i<n; ++i)
s2[i] = s1[(i*p)%n];
s2[n] = °\0’;
printf ("%s\nE", s2);
for(i=1; i<n; ++i)
printf ("%c", s2[(i*q)%nl);
return O;

Pytania:
1. Co zostanie wyswietlone na ekranie ?
2. Dlaczego wartos¢ zmiennej g zostanie wyznaczona jednoznacznie 7

3. Jakimi wtasnosciami arytmetyki modularnej mozna uzasadni¢ otrzymany wynik 7

Zadanie 2. (8 punktéw)
Uzasadnié¢, ze dla wielomianu Czebyszewa T,,, jezeli liczba ¢ spelia T,,(x¢) =0 oraz
n|m, to réwniez zachodzi T,,(x¢) =0.

Zadania 3, 4:, 5.

Takie same, jak dla specjalnosci Matematyka w ekonomii © ubezpieczeniach .



EGZAMIN MAGISTERSKI, 18.09.2012
Matematyka nauczycielska

Zadanie ]_ e (8 punktéw)
Udowodnié¢, ze jesli X jest punktem wewnetrznym trojkata to suma odleglosci X od
wszystkich trzech wierzchotkéw jest mniejsza od obwodu, a wieksza od potowy obwodu.

Zadanie 2. (8 punktéw)
Udowodnié¢, ze jesli liczby catkowite x,y,z sa wzglednie pierwsze i spetniajg rownanie
r? 27 =22

to y jest parzyste a x,z sg nieparzyste.

Zadanie 3. (8 punktéw)

Zmienna Y () ma w chwili ¢ rozktad normalny N((t,0?) ze znanym o i nieznanym (3.
W celu oszacowania parametru ( zmierzono Y w chwilach tq,ts,....t,. Zakladajac, ze
pomiary te sa niezalezne i maja wartosci y1,ys,...,Yn, Wyznaczy¢ estymator najmniejszych
kwadratéw 3 dla wspotezynnika 3. Obliczy¢ prawdopodobiefistwo P(|3— ] < &), jezeli

302 =100,
t=0

Zadanie 4:. (8 punktéw)
Sprawdz, ze (R,d) jest przestrzenia metryczna dla

d(z,y) =min(1,|z —yl).

Co mozesz powiedzie¢ o zupelnosci i oérodkowoci tej przestrzeni?

Zadanie 5. (8 punktow)
Wszystkie wartosci funkcji holomorficznej f:C — C leza na ustalonej prostej. Udowod-
nij, ze f jest stata.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 18.09.2012
Matematyka teoretyczna

Zadanie ]_ e (8 punktéw)
Znajdz rozktady wielomianu 2% — 17 na wielomiany nierozktadalne nad Z, Q i R.

Zadanie 2 e (8 punktéw)
Jaka najwigksza liczbe wektorow mozna umiesci¢ w R™ tak, by wszystkie katy miedzy
nimi byty rozwarte?

Zadanie 3. (8 punktéw)
Niech Dy f(z) = f(z+h)— f(z), gdzie f jest funkcja [0,1] = R oraz 0 <z <1—h. Po-
kazac, ze dla 0 < h < % zachodzi oszacowanie:

[Dif(0)| <2 sup |f(z)|

0<z<£1

gdzie D} oznacza n-tg iteracje operatora Dj,.

Oznaczmy przez P, zbiér wielomianéw stopnia <n—1. Pokazac, ze D} anihiluje P, oraz
wyprowadzi¢ wzor na dzialanie D} na funkcji wykltadniczej.

Postugujac sie operatorami Dj,, udowodni¢ oszacowanie

inf W(z)— >C(2n) ™"
ik, sup [Wiz)—exp()] > C(2n)

Czy mozna uzyska¢ podobne jako$ciowo oszacowanie z gory?

Zadanie 4:. (8 punktéw)
Sprawdz, ze (R,d) jest przestrzenia metryczna dla

d(z,y) =min(1,|z —yl).

Co mozesz powiedzie¢ o zupelnosci i oérodkowoci tej przestrzeni?

Zadanie 5. (8 punktéw)
Wszystkie wartosci funkcji holomorficznej f:C — C leza na ustalonej prostej. Udowod-
nij, ze f jest stata.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 18.09.2012
Zastosowania

Zadanie ]_ e (8 punktéw)
Niech X,,Y,, beda wzajemnie niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladach x?(n)
oraz N (n,n) (wariancja wynosi n) odpowiednio. Zbadaé¢ zbieznosé ilorazu
XTL
Yn
gdy n — oo. Odpowiedz uzasadnic.

Zadanie 2 e (8 punktéw)
Dla procesu Poissona N; z intensywnoscia 1 oraz dla s > ¢ znajdz v(n) = E[Ns| Ny =n)].

Zadanie 3. (8 punktow)
Niech Xi,...,Xg beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkadzie
B(a;1) i gestosei:

(1) fx)=

az® ! O<zx<l
0 poza tym,

gdzie o >0 jest nieznanym parametrem. Weryfikujemy hipoteze Hy:a =1 przy alter-
natywie H;:a > 1 testem jednostajnie najmocniejszym na poziomie istotnosci p=0,05.
Wyznacz jego moc przy a=3 jesli x3,71(0,05)=5,23 oraz x2,(3x5,23)=0,79, gdzie
X3, (+) oznacza dystrybuante rozkladu x2,.

Zadanie 4:. (8 punktow)
Sprawdz, ze (R,d) jest przestrzenia metryczna dla

d(,y) = min(L, |z — y]).

Co mozesz powiedzie¢ o zupetnosci i osrodkowoci tej przestrzeni?

Zadanie 5. (8 punktéw)
Wizystkie wartosci funkceji holomorficznej f:C — C leza na ustalonej prostej. Udowod-
nij, ze f jest stata.



