EGZAMIN MAGISTERSKI, 23.09.2011
Biomatematyka

Zadanie ]_ o (8 punktéw)

Rozpatrzmy diploidalng populacje, dla ktorej zachodzi prawo Hardy’ego-
Weinberga dla loci o trzech allelach A;, Ay i Az, ktére wystepuja w tej
populacji z czestosciami odpowiednio pq, ps i ps3.

(a) Jaka cze$é osobnikdéw tej populacji ma genotyp A; A;?
(b) Jaka cze$¢ osobnik6éw tej populacji ma genotyp Ay Az?

(c) Dla jakich wartosci py, pe 1 ps czestosé osobnikéw o genotypie AjAs
bedzie najwieksza ?
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Zadanie 2. (8 punktéw)
Liczebno$¢ pewnej populacji jest opisana rownaniem:

Nn+1 :)\Nn(1+aNn)_b7 (1)

w ktorym, N, oznacza liczebnos¢ populacji w n—tej generacji, natomiast A, a
oraz b sa dodatnimi statymi.

(a) Znajdz rozwiazania stacjonarne réwnania (1).
(b) Zbadaj stabilnosé¢ znalezionych w punkcie (a) rozwiazan.

(c) Pokaz, ze dokonujac przeskalowania mozna zmniejszy¢ liczbe parametréw
modelu.
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Zadanie 3. (8 punktéw)

Z préby 25 elementowej zmiennej X obliczono warto$é érednig X =
1 i odchylenie standardowe Sy = 1. Z proby 100 elementowej zmiennej
Y obliczono warto$é $redniz Y = 1.5 i odchylenie standardowe Sy = 2.
Zaktadajac, ze X 1 Y sa niezalezne, maja rozktad normalny o tej samej
wariancji, sprawdz na poziomie istotnosci a = 0.01 czy wartos¢ oczekiwana
zmiennej Y jest wicksza od wartosci oczekiwanej zmiennej X.
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Zadanie 4: o (8 punktéw)
Wykaz, ze jesli przestrzen metryczna (X, d) jest zwarta, to réwniez przestrzen

metryczna (X, d) gdzie d(x,y) = 11(;223)1/)7

x,y € X, jest zwarta.
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Zadanie 5. (8 punktéw)

Znajdz wszystkie wartosci, ktére moze przyjac¢ catka [ ﬁ d z, jesli
zaktadamy, ze I' moze by¢ dowolng krzywa zamknicta kawatkami gtadka,
ktora nie przechodzi przez =+:.
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Zadanie ]_ o (8 punktéw)

Przedsiebiorca przemystowy moze wytwarzaé¢ jeden z trzech rodzajow
wyrobéw: I, IT lub II1. Zyski (straty) ze sprzedazy tych wyrobéw w zaleznosci
od popytu ksztattowanego przez mode podaje ponizsza tabela:

Wyroby | A B C D
I 5 15 10 0
IT 10 10 —20 30
I11 40 0 50 —-30

Ustal jaka decyzje powinien podja¢ przedsigbiorca, jesli kieruje sie kryterium

a) Laplace’a;

b) Hurwicza z p = 0.7;

¢) Savage’a.

W:
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Zadanie 2. (8 punktéw)

Zalozmy, ze zachodzi hipoteza agregacji oraz dane sg tablice trwania
Zycia, gdzie lo = 1000, lQO = 900, 122 = 850.
a) Wiedzac, ze prawdopodobienstwo dozycia wieku 21 lat przez 20-latka
wynosi 0.99, obliczy¢ lo;.
b) Wyznaczyé¢ JSN dla umowy ubezpieczenia dla 20-latka, w ktorej wyplata
100 nastepuje w pierwsza rocznice zawarcia umowy, gdy ubezpieczony zyje.
W razie $émierci ubezpieczonego przed ukonczeniem 22-go roku zycia, wyptata
200 nastepuje w druga rocznice zawarcia umowy. Stopa procentowa rowna
sie 1 = 50%.
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Zadanie 3. (8 punktéw)

Z préby 25 elementowej zmiennej X obliczono warto$é érednig X =
1 i odchylenie standardowe Sy = 1. Z proby 100 elementowej zmiennej
Y obliczono warto$é $redniz Y = 1.5 i odchylenie standardowe Sy = 2.
Zaktadajac, ze X 1 Y sa niezalezne, maja rozktad normalny o tej samej
wariancji, sprawdz na poziomie istotnosci a = 0.01 czy wartos¢ oczekiwana
zmiennej Y jest wicksza od wartosci oczekiwanej zmiennej X.
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Zadanie 4: o (8 punktéw)
Wykaz, ze jesli przestrzen metryczna (X, d) jest zwarta, to réwniez przestrzen

metryczna (X, d) gdzie d(x,y) = 11(;223)1/)7

x,y € X, jest zwarta.
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Zadanie 5. (8 punktéw)

Znajdz wszystkie wartosci, ktére moze przyjac¢ catka [ ﬁ d z, jesli
zaktadamy, ze I' moze by¢ dowolng krzywa zamknicta kawatkami gtadka,
ktora nie przechodzi przez =+:.
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Zadanie ]_ o (8 punktéw)
Wyznaczy¢ zera wielomianu Czebyszewa:

Ty = 2562° — 5762 + 4322° — 12023 + 9z.
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Zadanie 2. (8 punktéw)
Dany jest program:

char M[] = "matematyka_z_informatyka";

char *f(char *ws, char c)

{
for( ; *ws ; ++ws)
{
if ( *ws==c )
return ws;
}
return NULL;
}
int main()
{
char *ws,n;
for(n=0,ws=f(M,’m’); ws!=NULL; ws=f(++ws,’a’))
printf ("%2i\n", (++n,ws-M));
printf ("\nn: %2i\n",n);
return O;
}
Pytania:

1. Co zostanie wyswietlone na ekranie ?

2. Narysowac¢ schemat blokowy programu.
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Zadanie 3. (8 punktéw)

Z préby 25 elementowej zmiennej X obliczono warto$é éredniag X =
1 i odchylenie standardowe Sy = 1. Z proby 100 elementowej zmiennej
Y obliczono warto$é $redniz Y = 1.5 i odchylenie standardowe Sy = 2.
Zaktadajac, ze X 1 Y sa niezalezne, maja rozktad normalny o tej samej
wariancji, sprawdz na poziomie istotnosci a = 0.01 czy wartos¢ oczekiwana
zmiennej Y jest wicksza od wartosci oczekiwanej zmiennej X.
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Zadanie 4: o (8 punktéw)
Wykaz, ze jesli przestrzen metryczna (X, d) jest zwarta, to réwniez przestrzen

metryczna (X, d) gdzie d(x,y) = 11(;223)1/)7

x,y € X, jest zwarta.
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Zadanie 5. (8 punktéw)

Znajdz wszystkie wartosci, ktére moze przyjac¢ catka [ ﬁ d z, jesli
zaktadamy, ze I' moze by¢ dowolng krzywa zamknicta kawatkami gtadka,
ktora nie przechodzi przez =+:.
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Zadanie ]_ o (8 punktéw)
Czworokaty ABC'D i APQR sa kwadratami. Udowodnij, ze |BP| = |DR).
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Zadanie 2. (8 punktéw)
Jaka jest ostatnia cyfra liczby 7291 ?
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Zadanie 3. (8 punktéw)

Z préby 25 elementowej zmiennej X obliczono warto$é éredniag X =
1 i odchylenie standardowe Sy = 1. Z proby 100 elementowej zmiennej
Y obliczono warto$é $redniz Y = 1.5 i odchylenie standardowe Sy = 2.
Zaktadajac, ze X 1 Y sa niezalezne, maja rozktad normalny o tej samej
wariancji, sprawdz na poziomie istotnosci a = 0.01 czy wartos¢ oczekiwana
zmiennej Y jest wicksza od wartosci oczekiwanej zmiennej X.
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Zadanie 4: o (8 punktéw)
Wykaz, ze jesli przestrzen metryczna (X, d) jest zwarta, to réwniez przestrzen

metryczna (X, d) gdzie d(x,y) = 11(;223)1/)7

x,y € X, jest zwarta.
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Zadanie 5. (8 punktéw)

Znajdz wszystkie wartosci, ktére moze przyjac¢ catka [ ﬁ d z, jesli
zaktadamy, ze I' moze by¢ dowolng krzywa zamknicta kawatkami gtadka,
ktora nie przechodzi przez =+:.
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Zadanie ]_ o (8 punktéw)

Niech GG bedzie grupa skonczona ktorej rzad jest podzielny przez liczbe
pierwsza p. Ciagi g1, g2, ..., gp takie ze g192...g, = e nazywamy réwnowaznymi
jesli jeden powstaje z drugiego przez przesuniecie cykliczne. Pokazacé, ze kazda
klasa réwnowazniosci zawiera 1 lub p elementéw. Postugujac si¢ tym faktem
wykazaé, ze w G istnieje element rzedu p.
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Zadanie 2. (8 punktéw)

Rozwazmy krate Z2. Traktujemy ja jako graf laczac krawedziami kazdy
z punktow z czterema sasiadami. Nastepnie kazda krawedz usuwamy badz
zostawiamy niezaleznie z prawdopodobienstwem odpowiednio p i q. Nowy
graf jest oczywiscie przestrzenia metryczna z metryks geodezyjng i miarg
liczaca. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze:
przestrzen ma witasno$é¢ podwajania tzn, istnieje stata C, taka ze

p(B(x,2R)) < Cu(B(z, R))

dla kazdego z, R.
B(z, R) oznacza tu kule o $rodku w z i promieniu R.
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Zadanie 3. (8 punktéw)

Niech A(t) bedzie rosnaca do nieskoniczonosci, rézniczkowalna funkcja.
Rozwazmy réwnanie: % + A(t)z(t) = 0. Udowodnié¢, ze ma ono wszystkie
rozwigzania ograniczone dla ¢ > 0.

Wskazéwka: Bada¢ odpowiednig funkcje Lapunowa.
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Zadanie 5. (8 punktéw)
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Zadanie ]_ o (8 punktéw)
Niech X,,,Y,, beda wzajemnie niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach
x%(n) oraz N(n,n) (wariancja wynosi n) odpowiednio. Zbada¢ zbieznosé

ilorazu
X,—-Y,

N

gdy n — oco. Odpowiedz uzasadnic.
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Zadanie 2. (8 punktéw)

Niech {By(t) : t > 0}, {Ba(t) : t > 0},{Bs(t) : t > 0} beda niezaleznymi
standardowymi ruchami Browna okreslonymi na tej samej przestrzeni probabilistycznej.
Zmalez¢ wszystkie a takie, ze By(t) — 2By(a*t) + a®Bs(t) jest standardowym
ruchem Browna.
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Zadanie 3. (8 punktéw)
Niech X = (X, X3)" bedzie proba losowa z rozkladu o gestosci:
PX=i)= (" —1)7%0", i=1,2,...,
gdzie § > 0. Znajdz nieobciazony z jednostajnie minimalna wariancja estymator
parametru 6.
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