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Biomatematyka
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Zadanie ]_ o (8 punktéw)
Liczebnos¢ pewnej populacji jest opisana rownaniem rézniczkowym:

dN

dt
w ktérym, N(t) oznacza liczebnosé populacji w chwili t, ar >0i0< f < «
sg statymi.

=1 N(a—=N)(N - 0), (1)

(a) Znajdz rozwiazania stacjonarne réwnania (1).
(b) Zbadaj stabilnosé¢ znalezionych w punkcie (a) rozwiazan.

(c) Przy jakiej liczebnosci populacja zmienia swa liczebnosé najszybciej ?
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Zadanie 2- (8 punktéw)
Zalozmy, ze w diploidalnej populacji, ktora kojarzy sie w sposob losowy

wzgledne dostosowania genotypéw AA, Aa i aa sg w stosunku 1 : 1 — s :
1 —2s.

(a) Oblicz czestosc allelu a w nastepnej generacji zaktadajac, ze w obecnej
populacji wystepuje on z czestoscia p.

(b) Jesli dodatkowo zalozymy, ze czestosci mutacji A — a oraz a — A sa

takie same 1 wynosza u, to jaka bedzie czesto$¢ allelu A w nastepnej
generacji 7
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Zadanie 3- (8 punktéw)

Roéwnanie regresji liniowej zmiennych losowych X i Y o $rednich pyx i
iy oraz odchyleniach standardowych ox i oy oraz wspotczynniku korelacji
p jest postaci Y = X + «, gdzie § i @ minimalizuja wariancje Y — (X + «)
oraz EY = E(SX + «). Zmienne losowe Z i T' o wartosciach oczekiwanych
0 maja odchylenia standardowe o, = 2, o = 1 i wspotezynnik korelacji 1.
Zmnajdz rownanie regresji liniowej Z + 1" wzgledem T'. Jaki jest wspotcezynnik
korelacji Z +T17T 7
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Zadanie 4:- (8 punktéw)

Niech a bdzie ustalonym punktem przestrzeni metrycznej (X, d). Pokaz,
ze funkcja f: X — R okreslona wzorem: f(x) = d(a, x) jest ciagta. Czy
funkcja f jest ciagta jednostajnie 7 Czy spelnia warunek Lipschitza ?
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Zadanie 5. (8 punktéw)
Oblicz catke [ (17 dz.

z2+9)(z2+4)
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Matematyka w ekonomii i ubezpieczeniach

D e

Zadanie ]_ o (8 punktéw)

Rolnik ma wybrat pod uprawe jeden z trzech rodzajéw zbo6z. Plony tych
zboz w kwintalach z jednego hektara w zaleznosci od warunkéw pogodowych
podaje ponizsza tabela:

Zboza A B C D
Zyto |24.5 18.0 18.0 16.0
Pszenica | 18.0 32.0 24.0 21.0
Jeczmien | 15.0 19.0 26.0 19.0

Ustal, jaka powinna by¢ decyzja rolnika, jesli
a) nie zna czestodci wystepowania poszczegdlnych warunkéw pogodowych,
b) jest umiarkowanym optymista, tzn. jego wspélczynnik optymizmu wynosi
p=0.7,
¢) zalezy mu na zminimalizowaniu straty z powodu podjecia niewlasciwej
decyzji.
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Zadanie 2- (8 punktéw)

Zat6zmy, e funkcja przezycia wyraza sie wzorem s(x) = P(T > x) =
7”?8_‘”, dla 0 < z < 100 oraz spetniona jest hipoteza jednorodnej populacji
(HJP).

1) Obliczy¢ JSN dla nastepujacej renty (30)-latka: jesli zyje on pod koniec
pierwszego roku wyptata wynosi 80, jesli zyje pod koniec trzeciego roku wy-

plata wynosi 270. Przyjaé stope procentows i = 50%.
2) Wyznaczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze 20-latek umrze przed ukocze-
niem 50-tego roku zycia, pod warunkiem, ze dozyt 40 lat.
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Zadanie 3- (8 punktéw)

Roéwnanie regresji liniowej zmiennych losowych X i Y o $rednich pyx i
iy oraz odchyleniach standardowych ox i oy oraz wspotczynniku korelacji
p jest postaci Y = X + «, gdzie § i @ minimalizuja wariancje Y — (X + «)
oraz EY = E(SX + «). Zmienne losowe Z i T' o wartosciach oczekiwanych
0 maja odchylenia standardowe o, = 2, o = 1 i wspotezynnik korelacji 1.
Zmnajdz rownanie regresji liniowej Z + 1" wzgledem T'. Jaki jest wspotcezynnik
korelacji Z +T17T 7
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Zadanie 4:- (8 punktéw)

Niech a bdzie ustalonym punktem przestrzeni metrycznej (X, d). Pokaz,
ze funkcja f: X — R okreslona wzorem: f(x) = d(a, x) jest ciagta. Czy
funkcja f jest ciagta jednostajnie 7 Czy spelnia warunek Lipschitza ?
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Zadanie 5. (8 punktéw)
Oblicz catke [ (17 dz.

z2+9)(z2+4)



92

EGZAMIN MAGISTERSKI, 29.06.2011
Matematyka w ekonomii i ubezpieczeniach



EGZAMIN MAGISTERSKI, 29.06.2011
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Zadanie ]_ o (8 punktéw)
Czy ciag (7,,y,) € R? zadany wzorem

2Cp11 + Yn = 3,
—Ty — 2Ypr1 = —3,

dlan =0,1,...1idowolnego (z¢,yo) € R? jest zbiezny ? OdpowiedZ uzasadnié
oraz obliczy¢ granice.
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Zadanie 2- (8 punktéw)
Dany jest program:

int g(int a, int b)

{
if(ta || 'b)
return (a<b 7 b : a);
if( a<b )
return g(a, b-a);
return g(a-b, b);
}
int main()
{
int a,b;
a = 10;
b= 6;
printf ("g(%i,%i): %i\n",a, b, gla, b));
return O;
}
Pytania:

1. Co zostanie wyswietlone na ekranie ?

2. Niech ¢ = g(a,b) bedzie funkcja z programu. Czy istnieja liczby catko-
wite z, y o whasnosci: 10z + 6y = ¢(10,6) ?
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Zadanie 3. (8 punktéw)

Réwnanie regresji liniowej zmiennych losowych X 1Y o $rednich pyx i
Wy oraz odchyleniach standardowych ox i oy oraz wspotczynniku korelacji
p jest postaci Y = X + «, gdzie § i o minimalizujg wariancje Y — (X + «)
oraz EY = E(BX + «). Zmienne losowe Z i T o wartosciach oczekiwanych
0 maja odchylenia standardowe o, = 2, op = 1 1 wspoétczynnik korelacji 1.
Znajdz rownanie regresji liniowej Z + T wzgledem T'. Jaki jest wspotczynnik
korelacji Z +T'17T 7
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Zadanie 4:. (8 punktéw)

Niech a bdzie ustalonym punktem przestrzeni metrycznej (X, d). Pokaz,
ze funkcja f: X — R okreSlona wzorem: f(x) = d(a, x) jest ciagta. Czy
funkcja f jest ciagta jednostajnie 7 Czy spelnia warunek Lipschitza 7
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Zadanie 5. (8 punktéw)
Oblicz catke [* ——% _dz.

—o0 @2 49) (@ 14)
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Matematyka nauczycielska

Zadanie ]_ e (8 punktéw)

Udowodnij, ze dla tréjkata prostokatnego suma diugosci srednicy okregu
wpisanego i §rednicy okregu opisanego jest rowna sumie dtugosci przyprosto-
katnych.
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Matematyka nauczycielska

Zadanie 2. (8 punktéw)
Czy rownanie 111x + 13y = 1 ma rozwiazanie w liczbach catkowitych?
Jesli tak, to podaj przyktadowe rozwiazanie. Ile dzielnikow ma liczba 23760 7
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Matematyka nauczycielska

Zadanie 3. (8 punktéw)

Réwnanie regresji liniowej zmiennych losowych X 1Y o $rednich pyx i
Wy oraz odchyleniach standardowych ox i oy oraz wspotczynniku korelacji
p jest postaci Y = X + «, gdzie § i o minimalizujg wariancje Y — (X + «)
oraz EY = E(BX + «). Zmienne losowe Z i T o wartosciach oczekiwanych
0 maja odchylenia standardowe o, = 2, op = 1 1 wspoétczynnik korelacji 1.
Znajdz rownanie regresji liniowej Z + T wzgledem T'. Jaki jest wspotczynnik
korelacji Z +T'17T 7
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Zadanie 4:. (8 punktéw)

Niech a bdzie ustalonym punktem przestrzeni metrycznej (X, d). Pokaz,
ze funkcja f: X — R okreSlona wzorem: f(x) = d(a, x) jest ciagta. Czy
funkcja f jest ciagta jednostajnie 7 Czy spelnia warunek Lipschitza 7
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Zadanie 5. (8 punktéw)
Oblicz catke [* ——% _dz.

—o0 @2 49) (@ 14)
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EGZAMIN MAGISTERSKI, 29.06.2011
Matematyka teoretyczna

Zadanie ]_ e (8 punktéw)
Niech f bedzie catkowalna w sensie Lebesgue‘a na [0, 1] i niech
f(z)z*"dx =0
[0,1]
gdzie a > 0 jest ustalone a n przebiega liczby naturalne.
Pokazaé, ze wtedy f(z) = 0 prawie wszedzie.
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Matematyka teoretyczna

Zadanie 2. (8 punktéw)
Niech

Sprawdzi¢, ze jest to operator ograniczony L*([0,1]) — L?*([0,1]), oraz
C(]0,1]) — C(]0, 1]) oraz policzy¢ jego spektrum na obu przestrzeniach. Czy
T jest zwarty ? Uzasadnij swoja odpowiedz.
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Matematyka teoretyczna

Zadanie 3. (8 punktéw)
Policzy¢ transformate Fouriera funkcji Gaussa

+oo | Y
g(x) = / e dt,

o0
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Zadanie 4:. (8 punktéw)

Niech a bdzie ustalonym punktem przestrzeni metrycznej (X, d). Pokaz,
ze funkcja f: X — R okreSlona wzorem: f(x) = d(a, x) jest ciagta. Czy
funkcja f jest ciagta jednostajnie 7 Czy spelnia warunek Lipschitza 7
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Zadanie 5. (8 punktéw)
Oblicz catke [* ——% _dz.

—o0 @2 49) (@ 14)
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EGZAMIN MAGISTERSKI, 29.06.2011
Zastosowania

Zadanie ]_ e (8 punktéw)
Niech Xy, Xs, ... bedzie ciaggiem i.i.d. zmiennych losowych o rozktadzie
jednostajnym na odcinku [0, 2]. Wyznaczy¢ p, o tak, aby:
i (XP = Xo —p)
o\v/n - N
wedtug rozktadu, gdy n — oo, gdzie N' ma rozktad N(0,1). Odpowiedz
uzasadnic.
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Zastosowania

Zadanie 2. (8 punktéw)
Udowodnij, ze proces M(t) = B?(t) — t jest martyngatem wzgledem na-
turalnej filtracji ruchu Browna B.
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Zastosowania

Zadanie 3. (8 punktéw)

Niech F' i G beda dowolnymi jednowymiarowymi dystrybuantami oraz
niech X bedzie zmienna losowa o dystrybuancie 0F + (1 — )G, gdzie 0 €
[0, 1] jest nieznane. Podaj postaé¢ testu JNM na poziomie istotnosci « dla
testowania hipotezy Hy : 6 < 6y przeciwko H; : 0 > 6, gdzie 6, € [0, 1] jest
znane.



96

EGZAMIN MAGISTERSKI, 29.06.2011
Zastosowania



EGZAMIN MAGISTERSKI, 29.06.2011
Zastosowania

Zadanie 4:. (8 punktéw)

Niech a bdzie ustalonym punktem przestrzeni metrycznej (X, d). Pokaz,
ze funkcja f: X — R okreSlona wzorem: f(x) = d(a, x) jest ciagta. Czy
funkcja f jest ciagta jednostajnie 7 Czy spelnia warunek Lipschitza 7
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Zastosowania

Zadanie 5. (8 punktéw)
Oblicz catke [* ——% _dz.

—o0 @2 49) (@ 14)



96

EGZAMIN MAGISTERSKI, 29.06.2011
Zastosowania



