EGZAMIN MAGISTERSKI, 17.02.2011
Biomatematyka

Zadanie ]_ o (8 punktéw)
Liczebnos$¢ pewnej populacji ryb jest opisana nastepujacym réwnaniem
Rickera:

Nyi1 = a N, exp(—(GN,), (1)

w ktorym N,, oznacza liczebno$¢ populacji w n—tej generacji a a oraz (3 sa
dodatnimi statymi.

(a) Znajdz rozwiazania stacjonarne réwnania (1).
(b) Zbadaj stabilnosé¢ znalezionych w punkcie (a) rozwiazan.

(c) Podaj biologiczng interpretacje parametréow « i f3.
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Zadanie 2- (8 punktéw)

Genetyk zatozyt, ze nukleotydy w réznych miejscach nici DNA podlegaja
mutacji w sposob niezalezny i zgodny z tym samym dyskretnym modelem
Jukesa-Cantora.

(a) Przy tak przyjetych zalozeniach, jakie jest prawdopodobienstwo zda-
rzenia polegajacego na tym, ze po jednym kroku w wyniku mutacji ni¢
DNA

CTAGGGATTAATCCAATGCT,

przyjmie postac

CTAC|GGA CAlAATCC|T|TTGCT.

(b) Na podstawie zdarzenia z punktu (a) oszacuj parametry przyjetego
przez genetyka modelu mutacji.

(c) Jakiej czestosci poszezegdlnych nukleotydéw moze oczekiwaé genetyk
na podstawie otrzymanego w punkcie (b) modelu mutacji, gdyby proces
mutacji przebiegal dostatecznie dtugo ?
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Zadanie 3- (8 punktéw)

Zmienna losowa X ma rozktad normalny o wartosci oczekiwanej p i od-
chyleniu standardowym 2, zmienna losowa Y ma rozktad normalny o war-
tosci oczekiwanej p i odchyleniu standardowym 1. Wylosowano niezaleznie
jedng wartos¢ zmiennej X i dwie warto$ci zmiennej Y. Na podstawie w
ten sposob uzyskanych wartosci xq, ys, ¥2, Wyznacz estymator najwiekszej
wiarygodnosci parametru p. Oblicz jego obciazenie i odchylenie standardowe.
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Zadanie 4:- (8 punktéw)
Dla dowolnej liczby € > 0 wskaz zbiér otwarty G C R spetniajacy warun-
ki: M(G) <e, ClG=R.
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Zadanie 5 o (8 punktéw)
Zatozmy, ze f jest holomorficzna w obszarze V', oraz koto domknigte ogra-

niczone okregiem K o srodku w punkcie a i promieniu r zawiera sie w V.
Pokaz, ze 2 [, 2% dz = [, LG dz .

=) (—a)
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Matematyka w ekonomii i ubezpieczeniach

Zadanie ]_ o (8 punktéw)

Zat6zmy, ze funkcja przezycia wyraza sie wzorem s(z) = P(T > z) =
1 — 15 dlaz € [0,100] oraz ze zachodzi hipoteza jednorodnej populacji
(HJP).
1) Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze 30-latek umrze pomiedzy 40 i 50 rokiem
zycia, pod warunkiem, ze przezyl co najmniej 45 lat.
2) Wyznaczy¢ JSN dla czystego ubezpieczenia na zycie na 2 lata dla osoby
w wieku 50 lat. Przyjaé stope procentows i = 10% oraz sume ubezpieczenia

rowng 1000.
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Zadanie 2- (8 punktéw)
Producent podda trzy rodzaje hamulcow: I, IT oraz III testom w trzech
réznych rodzajach warunkéow drogowych: A; B i C. Procent zadowalajacych
prob podaje ponizsza tabela:
Hamulce | A B C
I 85.0 75.0 95.0
I1 85.0 90.0 75.5 |
11 85.0 65.0 92.0

Ktéry rodzaj hamulcow ma wybraé¢ do produkeji, jesli

a) nie zna czestosci wystepowania poszczeg6lnych warunkéw drogowych,

b) jest umiarkowanym optymista, tzn. jego wspotczynnik optymizmu wynosi
p=0.5,

¢) zalezy mu na zminimalizowaniu straty z powodu podjecia niewlasciwej
decyzji.

W =
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Zadanie 3- (8 punktéw)

Zmienna losowa X ma rozktad normalny o wartosci oczekiwanej p i od-
chyleniu standardowym 2, zmienna losowa Y ma rozktad normalny o war-
tosci oczekiwanej p i odchyleniu standardowym 1. Wylosowano niezaleznie
jedng wartos¢ zmiennej X i dwie warto$ci zmiennej Y. Na podstawie w
ten sposob uzyskanych wartosci xq, ys, ¥2, Wyznacz estymator najwiekszej
wiarygodnosci parametru p. Oblicz jego obciazenie i odchylenie standardowe.
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Zadanie 4:- (8 punktéw)
Dla dowolnej liczby € > 0 wskaz zbiér otwarty G C R spetniajacy warun-
ki: M(G) <e, ClG=R.
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Zadanie 5 o (8 punktéw)
Zatozmy, ze f jest holomorficzna w obszarze V', oraz koto domknigte ogra-

niczone okregiem K o srodku w punkcie a i promieniu r zawiera sie w V.

Pokaz, ze 2 [ (Zf_(z))g dz =[x ZZ/_(Z)) dz.
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Zastosowania

Zadanie ]_ o (8 punktéw)

Niech dane beda kule o promieniach R;, Rs,... bedacych niezaleznymi
zmiennymi losowymi o rozktadzie jednostajnym na odcinku [0, 2]. Niech V;,
dla i = 1,2, ..., bedzie objetoscia i-tej kuli. Zbada¢ zbieznosé

2112011 Vi
SOl o
gdy n — oco. Odpowiedz uzasadnic.
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EGZAMIN MAGISTERSKI, 17.02.2011
Zastosowania

Zadanie 2- (8 punktéw)
Dla procesu Poissona V; ze stata intensywnoscia A > 0, dla s > t oraz
nieujemne;j liczby catkowitej n znajdz v(n) = E[Ns|N; = n] oraz E[N|Ny].
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Zastosowania

Zadanie 3- (8 punktéw)

Niech X; = (X11,...,X1n,) oraz Xy = (Xa1,..., Xo,,) beda niezalez-
nymi probami z rozktadu jednostajnego U(0, ;) oraz U(0, 05), odpowiednio,
gdzie 6, > 01 6, > 0 sg nieznanymi parametrami. Podaj posta¢ testu ilorazu
wiarogodnosci dla testowania hipotezy Hy : 61 = 60, przeciwko Hy : 61 # 6
na poziomie istotnosci a.
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Zastosowania

Zadanie 4:- (8 punktéw)
Dla dowolnej liczby € > 0 wskaz zbiér otwarty G C R spetniajacy warun-
ki: M(G) <e, ClG=R.
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Zastosowania

Zadanie 5 o (8 punktéw)
Zatozmy, ze f jest holomorficzna w obszarze V', oraz koto domknigte ogra-

niczone okregiem K o srodku w punkcie a i promieniu r zawiera sie w V.
Pokaz, ze 2 [, 2% dz = [, LG dz .

=) (—a)
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EGZAMIN MAGISTERSKI, 17.02.2011
Matematyka z informatyka

Zadanie ]_ o (8 punktéw)
Niech bedzie dany wektor f € R™ i tréjdiagonalna macierz A € R™ "
okreslona wzorem

AY tridiag(a, ¢, b) € R™*".
Wykazac, ze jeseli
e[ > |al + 0],
to wtedy metoda Jacobiego rozwigzania liniowego uktadu Ax = f jest
zbiezna.
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Zadanie 2. (8 punktéw)
Dany jest program:

int vall] = {0, -1, -2, 3, 4, 1, -3, 2, -4, 5};

struct TTreeBST
{
int Key;
struct TTres
xleft,*right;
};

\* tworzenie drzewa BST *\

void buildTree( struct TTreeBST **TreeRoot, int val)

{

if ( *TreeRoot==NULL )

{

*TreeRoot = (struct TTreeBST *)malloc(sizeof (struct TTreeBST));

(¥TreeRoot)->Key = val;
(xTreeRoot)->left (*TreeRoot)->right = NULL;

return;
}
if ( (¥TreeRoot)->Key > val )
{
printf ("L ");
buildTree( &(*TreeRoot)->left, val);
}
else
{

printf("P ");
buildTree( &(*TreeRoot)->right, val);



\* przegladanie BST *\

void tripTree( struct TTreeBST *TreeRoot )

{

if ( TreeRoot==NULL )

return;
tripTree( TreeRoot->left );
printf ("%3i", TreeRoot->Key);
tripTree( TreeRoot->right );

int main()

{

struct TTreeBST *TreeRoot, *wTlree;
int i,n;

n = sizeof(val)\sizeof(vall[0]);
printf ("Key: droga");
TreeRoot = NULL;
for(i=0; i<n; i=i+1)
{
printf("\n%3i: ", vallil);
buildTree( &TreeRoot, valli]);
}
puts("\nWynik:");
tripTree(TreeRoot );
return O;

Pytania:

1. Jaka podstawowa ceche ma zbudowane binarne drzewo poszukiwan (Bi-
nary Search Tree, BST)? OdpowiedZ uzasadni¢.

2. Co zostanie wys$wietlone na ekranie ?
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Zadanie 3- (8 punktéw)

Zmienna losowa X ma rozktad normalny o wartosci oczekiwanej p i od-
chyleniu standardowym 2, zmienna losowa Y ma rozktad normalny o war-
tosci oczekiwanej p i odchyleniu standardowym 1. Wylosowano niezaleznie
jedng wartos¢ zmiennej X i dwie warto$ci zmiennej Y. Na podstawie w
ten sposob uzyskanych wartosci xq, ys, ¥2, Wyznacz estymator najwiekszej
wiarygodnosci parametru p. Oblicz jego obciazenie i odchylenie standardowe.
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Zadanie 4:- (8 punktéw)
Dla dowolnej liczby € > 0 wskaz zbiér otwarty G C R spetniajacy warun-
ki: M(G) <e, ClG=R.
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Zadanie 5 o (8 punktéw)
Zatozmy, ze f jest holomorficzna w obszarze V', oraz koto domknigte ogra-

niczone okregiem K o srodku w punkcie a i promieniu r zawiera sie w V.

Pokaz, ze 2 [ (Zf_(z))g dz =[x ZZ/_(Z)) dz.
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Matematyka nauczycielska

Zadanie ]_ o (8 punktéw)

Na ptaszczyznie dane sg 4 okregi, kazdy z nich jest zewnetrznie styczny
do doktadnie dwoch sposrod trzech pozostatych. Udowodnij, ze srodki tych
okregow sg wierzchotkami czworokata, w ktory mozna wpisa¢ okrag.
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Zadanie 2. (8 punktéw)
Ile dzielnikéw ma liczba 23760 7
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Zadanie 3- (8 punktéw)

Zmienna losowa X ma rozktad normalny o wartosci oczekiwanej p i od-
chyleniu standardowym 2, zmienna losowa Y ma rozktad normalny o war-
tosci oczekiwanej p i odchyleniu standardowym 1. Wylosowano niezaleznie
jedng wartos¢ zmiennej X i dwie warto$ci zmiennej Y. Na podstawie w
ten sposob uzyskanych wartosci xq, ys, ¥2, Wyznacz estymator najwiekszej
wiarygodnosci parametru p. Oblicz jego obciazenie i odchylenie standardowe.
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Zadanie 4:- (8 punktéw)
Dla dowolnej liczby € > 0 wskaz zbiér otwarty G C R spetniajacy warun-
ki: M(G) <e, ClG=R.
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Zadanie 5 o (8 punktéw)
Zatozmy, ze f jest holomorficzna w obszarze V', oraz koto domknigte ogra-

niczone okregiem K o srodku w punkcie a i promieniu r zawiera sie w V.
Pokaz, ze 2 [, 2% dz = [, LG dz .

=) (—a)
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Matematyka teoretyczna

Zadanie ]_ o (8 punktéw)
Skonstruowaé ciag funkcji ciagtych [0, 1] — R, zbiezny punktowo do 0 na
[0, 1], ktéry nie jest jednostajnie zbiezny na zadnym przedziale otwartym.
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Zadanie 2- (8 punktéw)

Udowodnié, ze operatory P : f — Af (Laplasjan f) oraz Q : [ —
xf(z) (mnozenie przez ) okreslone na przestrzeni funkeji nieskoniczenie wiele
razy rézniczkowalnych o nosnikach zwartych w R maja rozszerzenia samo-
sprzezone.

Wskazowka: Uzy¢ transformaty Fouriera. Nalezy przypomnied, ze jest ona
operatorem unitarnym.
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Zadanie 3. (8 punktéw)
Pokazad, ze nie istniejg ograniczone operatory liniowe P, () na przestrzeni
Hilberta takie, ze
PQ—QP=1d.

Wskazéwka: Wyprowadzic wzor na P"(Q) — QP"™.
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Zadanie 4:- (8 punktéw)
Dla dowolnej liczby € > 0 wskaz zbiér otwarty G C R spetniajacy warun-
ki: M(G) <e, ClG=R.
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Zadanie 5 o (8 punktéw)
Zatozmy, ze f jest holomorficzna w obszarze V', oraz koto domknigte ogra-

niczone okregiem K o srodku w punkcie a i promieniu r zawiera sie w V.
Pokaz, ze 2 [, 2% dz = [, LG dz .

=) (—a)
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