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Zadanie 1. (8 punktów)
Załóżmy, że w diploidalnej populacji kojarzącej się w sposób losowy, w

loci o dwóch allelach A i a 36% osobników tej populacji ma genotyp aa.

(a) Jaka cześć osobników tej populacji ma genotyp AA?

(b) Załóżmy, że wszystkie osobniki tej populacji o genotypie AA zostały z
niej usunięte. Jaka będzie częstość allelu a w tak powstałej populacji ?

(c) Przy założeniu, że populacja z punktu (b) będzie kojarzyła się w sposób
losowy, jaka będzie częstość osobników o genotypach odpowiednio AA,
Aa oraz aa w populacji potomnej ?
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Zadanie 2. (8 punktów)
Za/ożmy, że w diploidalnej populacji, która kojarzy się w sposób losowy

względne dostosowania genotypów AA, Aa, i aa są w stosunku 1 : 1− s : 1.

(a) Oblicz częstość allelu a w następnej generacji zakładając, że w obecnej
populacji występuje on z częstością p.

(b) Jeśli dodatkowo założymy, że częstości mutacji A → a oraz a → A są
takie same i wynoszą µ to jaka będzie częstość allelu A w następnej
generacji ?
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Zadanie 3. (8 punktów)
Zmierzono niezależnie długości dwóch prętów. Wyniki pomiarów wyniosły

20mm i 17mm. Załóż, że oba pomiary mają rozkład normalny o rozkładach
N (µi, 1) , i = 1, 2.

a) Wyznacz kwadrat, zawierający nieznany punkt (µ1, µ2) z prawdopo-
dobieństwem 0.95 (czyli kwadrat ufności na poziomie ufności 0.95).

b) Uzasadnij, że na poziomie ufności 0.95 możliwe jest przyjęcie hipotezy,
że µ1 = µ2 = µ0.

c) Znajdź przedział ufności dla µ0 na poziomie 0.95.



Tablice rozkładu normalnego

x 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 0.500 0.504 0.508 0.512 0.516 0.520 0.524 0.528 0.532 0.536
0.1 0.540 0.544 0.548 0.552 0.556 0.560 0.564 0.567 0.571 0.575
0.2 0.579 0.583 0.587 0.591 0.595 0.599 0.603 0.606 0.610 0.614
0.3 0.618 0.622 0.626 0.629 0.633 0.637 0.641 0.644 0.648 0.652
0.4 0.655 0.659 0.663 0.666 0.670 0.674 0.677 0.681 0.684 0.688
0.5 0.691 0.695 0.698 0.702 0.705 0.709 0.712 0.716 0.719 0.722
0.6 0.726 0.729 0.732 0.736 0.739 0.742 0.745 0.749 0.752 0.755
0.7 0.758 0.761 0.764 0.767 0.770 0.773 0.776 0.779 0.782 0.785
0.8 0.788 0.791 0.794 0.797 0.800 0.802 0.805 0.808 0.811 0.813
0.9 0.816 0.819 0.821 0.824 0.826 0.829 0.831 0.834 0.836 0.839
1.0 0.841 0.844 0.846 0.848 0.851 0.853 0.855 0.858 0.860 0.862
1.1 0.864 0.867 0.869 0.871 0.873 0.875 0.877 0.879 0.881 0.883
1.2 0.885 0.887 0.889 0.891 0.893 0.894 0.896 0.898 0.900 0.901
1.3 0.903 0.905 0.907 0.908 0.910 0.911 0.913 0.915 0.916 0.918
1.4 0.919 0.921 0.922 0.924 0.925 0.926 0.928 0.929 0.931 0.932
1.5 0.933 0.934 0.936 0.937 0.938 0.939 0.941 0.942 0.943 0.944
1.6 0.945 0.946 0.947 0.948 0.949 0.951 0.952 0.953 0.954 0.954
1.7 0.955 0.956 0.957 0.958 0.959 0.960 0.961 0.962 0.962 0.963
1.8 0.964 0.965 0.966 0.966 0.967 0.968 0.969 0.969 0.970 0.971
1.9 0.971 0.972 0.973 0.973 0.974 0.974 0.975 0.976 0.976 0.977
2.0 0.977 0.978 0.978 0.979 0.979 0.980 0.980 0.981 0.981 0.982
2.1 0.982 0.983 0.983 0.983 0.984 0.984 0.985 0.985 0.985 0.986
2.2 0.986 0.986 0.987 0.987 0.987 0.988 0.988 0.988 0.989 0.989
2.3 0.989 0.990 0.990 0.990 0.990 0.991 0.991 0.991 0.991 0.992
2.4 0.992 0.992 0.992 0.992 0.993 0.993 0.993 0.993 0.993 0.994
2.5 0.994 0.994 0.994 0.994 0.994 0.995 0.995 0.995 0.995 0.995
2.6 0.995 0.995 0.996 0.996 0.996 0.996 0.996 0.996 0.996 0.996
2.7 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997
2.8 0.997 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998
2.9 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.999 0.999 0.999
3.0 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999

.
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Zadanie 4. (8 punktów)
Załóżmy, że d:X×X → [0,∞) jest metryką. Zdefiniujmy funkcję ρ(x, y) =

min (d(x, y), π) . Czy ρ jest metryką na zbiorze X ?
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Zadanie 5. (8 punktów)
Oblicz całkę

∫∞
−∞

x2−x+2
x4+10x2+9 dx.
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Zadanie 1. (8 punktów)
Załóżmy, że funkcja przeżycia wyraża się wzorem s(x) = P (T > x) =

100−x
100 , dla 0 ¬ x ¬ 100 oraz spełniona jest hipoteza jednorodnej populacji

(HJP) i hipoteza jednostajności (HU).
a) Obliczyć prawdopodobieństwo, że 30-latek umrze w ciągu

najbliższych 2,5 lat życia.
b) Obliczyć JSN dla następującego pakietu rentowo-ubezpieczeniowego (20)-
latka: jeśli żyje on pod koniec pierwszego roku wypłata wynosi 20, jeśli żyje
pod koniec drugiego roku wypłata wynosi 200. Jeśli umarł w drugim roku
trwania ubezpieczenia, wypłata w drugą rocznicę zawarcia umowy wynosi
200. Przyjąć stopę procentową i = 10%.
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Zadanie 2. (8 punktów)
Dana jest macierz wypłat dwuosobowej gry o sumie zero:

M =
4 −8 5
2 α 4
3 −10 3

.

a) Ustal, dla jakich wartości parametru α gra ma rozwiązanie w zbiorze
strategii czystych. Znajdź to rozwiązanie.
b) Rozwiąż grę dla α = 4.
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Zadanie 3. (8 punktów)
Zmierzono niezależnie długości dwóch prętów. Wyniki pomiarów wyniosły

20mm i 17mm. Załóż, że oba pomiary mają rozkład normalny o rozkładach
N (µi, 1) , i = 1, 2.

a) Wyznacz kwadrat, zawierający nieznany punkt (µ1, µ2) z prawdopo-
dobieństwem 0.95 (czyli kwadrat ufności na poziomie ufności 0.95).

b) Uzasadnij, że na poziomie ufności 0.95 możliwe jest przyjęcie hipotezy,
że µ1 = µ2 = µ0.

c) Znajdź przedział ufności dla µ0 na poziomie 0.95.



Tablice rozkładu normalnego

x 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 0.500 0.504 0.508 0.512 0.516 0.520 0.524 0.528 0.532 0.536
0.1 0.540 0.544 0.548 0.552 0.556 0.560 0.564 0.567 0.571 0.575
0.2 0.579 0.583 0.587 0.591 0.595 0.599 0.603 0.606 0.610 0.614
0.3 0.618 0.622 0.626 0.629 0.633 0.637 0.641 0.644 0.648 0.652
0.4 0.655 0.659 0.663 0.666 0.670 0.674 0.677 0.681 0.684 0.688
0.5 0.691 0.695 0.698 0.702 0.705 0.709 0.712 0.716 0.719 0.722
0.6 0.726 0.729 0.732 0.736 0.739 0.742 0.745 0.749 0.752 0.755
0.7 0.758 0.761 0.764 0.767 0.770 0.773 0.776 0.779 0.782 0.785
0.8 0.788 0.791 0.794 0.797 0.800 0.802 0.805 0.808 0.811 0.813
0.9 0.816 0.819 0.821 0.824 0.826 0.829 0.831 0.834 0.836 0.839
1.0 0.841 0.844 0.846 0.848 0.851 0.853 0.855 0.858 0.860 0.862
1.1 0.864 0.867 0.869 0.871 0.873 0.875 0.877 0.879 0.881 0.883
1.2 0.885 0.887 0.889 0.891 0.893 0.894 0.896 0.898 0.900 0.901
1.3 0.903 0.905 0.907 0.908 0.910 0.911 0.913 0.915 0.916 0.918
1.4 0.919 0.921 0.922 0.924 0.925 0.926 0.928 0.929 0.931 0.932
1.5 0.933 0.934 0.936 0.937 0.938 0.939 0.941 0.942 0.943 0.944
1.6 0.945 0.946 0.947 0.948 0.949 0.951 0.952 0.953 0.954 0.954
1.7 0.955 0.956 0.957 0.958 0.959 0.960 0.961 0.962 0.962 0.963
1.8 0.964 0.965 0.966 0.966 0.967 0.968 0.969 0.969 0.970 0.971
1.9 0.971 0.972 0.973 0.973 0.974 0.974 0.975 0.976 0.976 0.977
2.0 0.977 0.978 0.978 0.979 0.979 0.980 0.980 0.981 0.981 0.982
2.1 0.982 0.983 0.983 0.983 0.984 0.984 0.985 0.985 0.985 0.986
2.2 0.986 0.986 0.987 0.987 0.987 0.988 0.988 0.988 0.989 0.989
2.3 0.989 0.990 0.990 0.990 0.990 0.991 0.991 0.991 0.991 0.992
2.4 0.992 0.992 0.992 0.992 0.993 0.993 0.993 0.993 0.993 0.994
2.5 0.994 0.994 0.994 0.994 0.994 0.995 0.995 0.995 0.995 0.995
2.6 0.995 0.995 0.996 0.996 0.996 0.996 0.996 0.996 0.996 0.996
2.7 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997
2.8 0.997 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998
2.9 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.999 0.999 0.999
3.0 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999

.
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Zadanie 4. (8 punktów)
Załóżmy, że d:X×X → [0,∞) jest metryką. Zdefiniujmy funkcję ρ(x, y) =

min (d(x, y), π) . Czy ρ jest metryką na zbiorze X ?
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Zadanie 5. (8 punktów)
Oblicz całkę

∫∞
−∞

x2−x+2
x4+10x2+9 dx.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 30.06.2010
Matematyka w ekonomii i ubezpieczeniach

81 ................... ....................................



EGZAMIN MAGISTERSKI, 30.06.2010
Matematyka z informatyką

82 ................... ....................................

Zadanie 1. (8 punktów)
Czy ciąg (xn, yn) ∈ R2 zadany wzorem

2xn+1 + yn = 3,
−xn − 2yn+1 = −3,

dla n = 0, 1, . . . i dowolnego (x0, y0) ∈ R2 jest zbieżny ? Odpowiedź uzasadnić
oraz obliczyć granicę.
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Zadanie 2. (8 punktów)
Dany jest program:

int g(int a, int b)
{
if(!a || !b)

return (a<b ? b : a);
if( a<b )
return g(a, b-a);

return g(a-b, b);
}

int main()
{
int a,b;

a = 10;
b = 6;

printf("g(%i,%i): %i\n",a, b, g(a, b));
return 0;

}

Pytania:

1. Co zostanie wyświetlone na ekranie ?

2. Niech c = g(a, b) będzie funkcją z programu.

Czy istnieją liczby całkowite x, y o własności: 10x+ 6y = g(10, 6) ?
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Zadanie 3. (8 punktów)
Zmierzono niezależnie długości dwóch prętów. Wyniki pomiarów wyniosły

20mm i 17mm. Załóż, że oba pomiary mają rozkład normalny o rozkładach
N (µi, 1) , i = 1, 2.

a) Wyznacz kwadrat, zawierający nieznany punkt (µ1, µ2) z prawdopo-
dobieństwem 0.95 (czyli kwadrat ufności na poziomie ufności 0.95).

b) Uzasadnij, że na poziomie ufności 0.95 możliwe jest przyjęcie hipotezy,
że µ1 = µ2 = µ0.

c) Znajdź przedział ufności dla µ0 na poziomie 0.95.



Tablice rozkładu normalnego

x 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 0.500 0.504 0.508 0.512 0.516 0.520 0.524 0.528 0.532 0.536
0.1 0.540 0.544 0.548 0.552 0.556 0.560 0.564 0.567 0.571 0.575
0.2 0.579 0.583 0.587 0.591 0.595 0.599 0.603 0.606 0.610 0.614
0.3 0.618 0.622 0.626 0.629 0.633 0.637 0.641 0.644 0.648 0.652
0.4 0.655 0.659 0.663 0.666 0.670 0.674 0.677 0.681 0.684 0.688
0.5 0.691 0.695 0.698 0.702 0.705 0.709 0.712 0.716 0.719 0.722
0.6 0.726 0.729 0.732 0.736 0.739 0.742 0.745 0.749 0.752 0.755
0.7 0.758 0.761 0.764 0.767 0.770 0.773 0.776 0.779 0.782 0.785
0.8 0.788 0.791 0.794 0.797 0.800 0.802 0.805 0.808 0.811 0.813
0.9 0.816 0.819 0.821 0.824 0.826 0.829 0.831 0.834 0.836 0.839
1.0 0.841 0.844 0.846 0.848 0.851 0.853 0.855 0.858 0.860 0.862
1.1 0.864 0.867 0.869 0.871 0.873 0.875 0.877 0.879 0.881 0.883
1.2 0.885 0.887 0.889 0.891 0.893 0.894 0.896 0.898 0.900 0.901
1.3 0.903 0.905 0.907 0.908 0.910 0.911 0.913 0.915 0.916 0.918
1.4 0.919 0.921 0.922 0.924 0.925 0.926 0.928 0.929 0.931 0.932
1.5 0.933 0.934 0.936 0.937 0.938 0.939 0.941 0.942 0.943 0.944
1.6 0.945 0.946 0.947 0.948 0.949 0.951 0.952 0.953 0.954 0.954
1.7 0.955 0.956 0.957 0.958 0.959 0.960 0.961 0.962 0.962 0.963
1.8 0.964 0.965 0.966 0.966 0.967 0.968 0.969 0.969 0.970 0.971
1.9 0.971 0.972 0.973 0.973 0.974 0.974 0.975 0.976 0.976 0.977
2.0 0.977 0.978 0.978 0.979 0.979 0.980 0.980 0.981 0.981 0.982
2.1 0.982 0.983 0.983 0.983 0.984 0.984 0.985 0.985 0.985 0.986
2.2 0.986 0.986 0.987 0.987 0.987 0.988 0.988 0.988 0.989 0.989
2.3 0.989 0.990 0.990 0.990 0.990 0.991 0.991 0.991 0.991 0.992
2.4 0.992 0.992 0.992 0.992 0.993 0.993 0.993 0.993 0.993 0.994
2.5 0.994 0.994 0.994 0.994 0.994 0.995 0.995 0.995 0.995 0.995
2.6 0.995 0.995 0.996 0.996 0.996 0.996 0.996 0.996 0.996 0.996
2.7 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997
2.8 0.997 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998
2.9 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.999 0.999 0.999
3.0 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999

.
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Zadanie 4. (8 punktów)
Załóżmy, że d:X×X → [0,∞) jest metryką. Zdefiniujmy funkcję ρ(x, y) =

min (d(x, y), π) . Czy ρ jest metryką na zbiorze X ?
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Zadanie 5. (8 punktów)
Oblicz całkę

∫∞
−∞

x2−x+2
x4+10x2+9 dx.
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Zadanie 1. (8 punktów)
Znaleźć wszystkie rozwiązania równania

2x+ 7y = 10

w liczbach całkowitych. Czy istnieją rozwiązania w liczbach naturalnych ?
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Zadanie 2. (8 punktów)
Wierzchołki czworokąta ABCD leżą na okręgu, a S jest punktem prze-

cięcia przekątnych AC i BD. Udowodnić, że AS · CS = BS ·DS.
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Zadanie 3. (8 punktów)
Zmierzono niezależnie długości dwóch prętów. Wyniki pomiarów wyniosły

20mm i 17mm. Załóż, że oba pomiary mają rozkład normalny o rozkładach
N (µi, 1) , i = 1, 2.

a) Wyznacz kwadrat, zawierający nieznany punkt (µ1, µ2) z prawdopo-
dobieństwem 0.95 (czyli kwadrat ufności na poziomie ufności 0.95).

b) Uzasadnij, że na poziomie ufności 0.95 możliwe jest przyjęcie hipotezy,
że µ1 = µ2 = µ0.

c) Znajdź przedział ufności dla µ0 na poziomie 0.95.



Tablice rozkładu normalnego

x 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 0.500 0.504 0.508 0.512 0.516 0.520 0.524 0.528 0.532 0.536
0.1 0.540 0.544 0.548 0.552 0.556 0.560 0.564 0.567 0.571 0.575
0.2 0.579 0.583 0.587 0.591 0.595 0.599 0.603 0.606 0.610 0.614
0.3 0.618 0.622 0.626 0.629 0.633 0.637 0.641 0.644 0.648 0.652
0.4 0.655 0.659 0.663 0.666 0.670 0.674 0.677 0.681 0.684 0.688
0.5 0.691 0.695 0.698 0.702 0.705 0.709 0.712 0.716 0.719 0.722
0.6 0.726 0.729 0.732 0.736 0.739 0.742 0.745 0.749 0.752 0.755
0.7 0.758 0.761 0.764 0.767 0.770 0.773 0.776 0.779 0.782 0.785
0.8 0.788 0.791 0.794 0.797 0.800 0.802 0.805 0.808 0.811 0.813
0.9 0.816 0.819 0.821 0.824 0.826 0.829 0.831 0.834 0.836 0.839
1.0 0.841 0.844 0.846 0.848 0.851 0.853 0.855 0.858 0.860 0.862
1.1 0.864 0.867 0.869 0.871 0.873 0.875 0.877 0.879 0.881 0.883
1.2 0.885 0.887 0.889 0.891 0.893 0.894 0.896 0.898 0.900 0.901
1.3 0.903 0.905 0.907 0.908 0.910 0.911 0.913 0.915 0.916 0.918
1.4 0.919 0.921 0.922 0.924 0.925 0.926 0.928 0.929 0.931 0.932
1.5 0.933 0.934 0.936 0.937 0.938 0.939 0.941 0.942 0.943 0.944
1.6 0.945 0.946 0.947 0.948 0.949 0.951 0.952 0.953 0.954 0.954
1.7 0.955 0.956 0.957 0.958 0.959 0.960 0.961 0.962 0.962 0.963
1.8 0.964 0.965 0.966 0.966 0.967 0.968 0.969 0.969 0.970 0.971
1.9 0.971 0.972 0.973 0.973 0.974 0.974 0.975 0.976 0.976 0.977
2.0 0.977 0.978 0.978 0.979 0.979 0.980 0.980 0.981 0.981 0.982
2.1 0.982 0.983 0.983 0.983 0.984 0.984 0.985 0.985 0.985 0.986
2.2 0.986 0.986 0.987 0.987 0.987 0.988 0.988 0.988 0.989 0.989
2.3 0.989 0.990 0.990 0.990 0.990 0.991 0.991 0.991 0.991 0.992
2.4 0.992 0.992 0.992 0.992 0.993 0.993 0.993 0.993 0.993 0.994
2.5 0.994 0.994 0.994 0.994 0.994 0.995 0.995 0.995 0.995 0.995
2.6 0.995 0.995 0.996 0.996 0.996 0.996 0.996 0.996 0.996 0.996
2.7 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997
2.8 0.997 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998
2.9 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.999 0.999 0.999
3.0 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999

.



.
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Zadanie 4. (8 punktów)
Załóżmy, że d:X×X → [0,∞) jest metryką. Zdefiniujmy funkcję ρ(x, y) =

min (d(x, y), π) . Czy ρ jest metryką na zbiorze X ?
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Zadanie 5. (8 punktów)
Oblicz całkę

∫∞
−∞

x2−x+2
x4+10x2+9 dx.
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Zadanie 1. (8 punktów)
Niech dany będzie ciąg kul o promieniach X1, X2, ..., będących jednako-

wo rozłożonymi zmiennymi losowymi o rozkładzie jednostajnym na odcinku
[1, 3]. Oznaczmy objętości tych kul przez V1, V2, ... odpowiednio.
a) Zbadać zbieżność ∑n+2010

i=1 Vi∑n
i=1Xi

,

gdy n→∞.
b) Oszacować prawdopodobieństwo tego, że łączna objętość 1000 kul prze-
wyższy objętość kuli o promieniu 20.

Odpowiedzi uzasadnić.
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Zadanie 2. (8 punktów)
Niech U będzie zmienną losową o rozkładzie jednostajnym na odcinku

[0, 1]. Znajdź EX(t), R(t, s) = Cov(X(t), X(s)) oraz rozkłady skończenie
wymiarowe procesu: X(t) = I{t¬U}.
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Zadanie 3. (8 punktów)
Niech X = (X1, . . . , Xn)′ będzie próbą losową z rozkładu U(θ, θ + 2),

θ ∈ R. Wyznacz minimalną statystykę dostateczną dla parametru θ.
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Zadanie 4. (8 punktów)
Załóżmy, że d:X×X → [0,∞) jest metryką. Zdefiniujmy funkcję ρ(x, y) =

min (d(x, y), π) . Czy ρ jest metryką na zbiorze X ?
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Zadanie 5. (8 punktów)
Oblicz całkę

∫∞
−∞

x2−x+2
x4+10x2+9 dx.
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Zadanie 1. (8 punktów)
Jaki jest stopien liczby algebraicznej 2

1
2 + 3

1
2 ?
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Zadanie 2. (8 punktów)
Niech f ∈ C2(R). Udowodnij, że f jest wypukła wtedy i tylko wtedy gdy

f (2)(x) ­ 0 dla każdego x ∈ R.
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Zadanie 3. (8 punktów)
Rozważmy dwa zbiory Cantora: klasyczny trójkowy oraz piątkowy otrzy-

many w ten sposób, że za każdym krokiem konstrukcji dzielimy odcinek
na 5 równych odcinków i wyrzucamy środkowy. Skonstruować homeomor-
fizm h pomiędzy tymi zbiorami. Czy h i h−1 mogą oba spełniac warunek
Lipschitza ?
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Zadanie 4. (8 punktów)
Załóżmy, że d:X×X → [0,∞) jest metryką. Zdefiniujmy funkcję ρ(x, y) =

min (d(x, y), π) . Czy ρ jest metryką na zbiorze X ?
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Zadanie 5. (8 punktów)
Oblicz całkę
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−∞
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