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Zadanie 1. (8 punktów)
Liczebność pewnej populacji jest opisana równaniem

Nn+1 =
λN1−b

n

α
, (1)

w którym Nt oznacza liczebność populacji w n−tej generacji a α, b i λ są
dodatnimi stałymi.

(a) Znajdź rozwiązania stacjonarne powyższego równania.

(b) Zbadaj stabilność znalezionych w punkcie (a) rozwiązań.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 18.02.2010
Biomatematyka

80 ................... ....................................



EGZAMIN MAGISTERSKI, 18.02.2010
Biomatematyka

80 ................... ....................................

Zadanie 2. (8 punktów)
Po przeprowadzeniu eksperymentu genetyk stwierdził, że fragment nici

DNA złożony z 20 zasad

CTAG GCGA TTAT CCAA ATGC,

w wyniku mutacji punktowych przybrał postać

CTA C GCGA CA AT CC T A T TG T .

Genetyk założył, że nukleotydy w różnych miejscach nici podlegają mutacji
w sposób niezależny i zgodny z tym samym dyskretnym modelem Jukesa-
Cantora.

(a) Jaką macierz prawdopodobieństw mutacji otrzymał na podstawie danych
i przyjętych założeń ?

(b) Jakiej częstości poszczególnych nukleotydów może oczekiwać genetyk
na podstawie otrzymanego w punkcie (b) modelu mutacji, gdyby proces
mutacji przebiegał dostatecznie długo ?
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Zadanie 3. (8 punktów)
Dwa pręty, dłuższy i krótszy, zmierzono w następujący sposób: najpierw

ustawiono je jeden za drugim (szeregowo) i zmierzono ich łączną długość,
równą 20 mm; potem zestawiono je obok siebie (równolegle) z wyrównanym
początkiem i zmierzono różnicę ich długości, równą 4 mm. Załóż, że:

• oba pomiary są niezależne,

• mają rozkład normalny,

• pomiar szeregowy ma odchylenie standardowe σ = 2mm,

• pomiar równoległy ma odchylenie standardowe σ = 1mm.

a) Oblicz odchylenie standardowe estymatora największej wiarygodności
długości dłuższego pręta.

b) Podaj wartość tego estymatora dla podanych wyników pomiaru.



Tablice rozkładu normalnego

x 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 0.500 0.504 0.508 0.512 0.516 0.520 0.524 0.528 0.532 0.536
0.1 0.540 0.544 0.548 0.552 0.556 0.560 0.564 0.567 0.571 0.575
0.2 0.579 0.583 0.587 0.591 0.595 0.599 0.603 0.606 0.610 0.614
0.3 0.618 0.622 0.626 0.629 0.633 0.637 0.641 0.644 0.648 0.652
0.4 0.655 0.659 0.663 0.666 0.670 0.674 0.677 0.681 0.684 0.688
0.5 0.691 0.695 0.698 0.702 0.705 0.709 0.712 0.716 0.719 0.722
0.6 0.726 0.729 0.732 0.736 0.739 0.742 0.745 0.749 0.752 0.755
0.7 0.758 0.761 0.764 0.767 0.770 0.773 0.776 0.779 0.782 0.785
0.8 0.788 0.791 0.794 0.797 0.800 0.802 0.805 0.808 0.811 0.813
0.9 0.816 0.819 0.821 0.824 0.826 0.829 0.831 0.834 0.836 0.839
1.0 0.841 0.844 0.846 0.848 0.851 0.853 0.855 0.858 0.860 0.862
1.1 0.864 0.867 0.869 0.871 0.873 0.875 0.877 0.879 0.881 0.883
1.2 0.885 0.887 0.889 0.891 0.893 0.894 0.896 0.898 0.900 0.901
1.3 0.903 0.905 0.907 0.908 0.910 0.911 0.913 0.915 0.916 0.918
1.4 0.919 0.921 0.922 0.924 0.925 0.926 0.928 0.929 0.931 0.932
1.5 0.933 0.934 0.936 0.937 0.938 0.939 0.941 0.942 0.943 0.944
1.6 0.945 0.946 0.947 0.948 0.949 0.951 0.952 0.953 0.954 0.954
1.7 0.955 0.956 0.957 0.958 0.959 0.960 0.961 0.962 0.962 0.963
1.8 0.964 0.965 0.966 0.966 0.967 0.968 0.969 0.969 0.970 0.971
1.9 0.971 0.972 0.973 0.973 0.974 0.974 0.975 0.976 0.976 0.977
2.0 0.977 0.978 0.978 0.979 0.979 0.980 0.980 0.981 0.981 0.982
2.1 0.982 0.983 0.983 0.983 0.984 0.984 0.985 0.985 0.985 0.986
2.2 0.986 0.986 0.987 0.987 0.987 0.988 0.988 0.988 0.989 0.989
2.3 0.989 0.990 0.990 0.990 0.990 0.991 0.991 0.991 0.991 0.992
2.4 0.992 0.992 0.992 0.992 0.993 0.993 0.993 0.993 0.993 0.994
2.5 0.994 0.994 0.994 0.994 0.994 0.995 0.995 0.995 0.995 0.995
2.6 0.995 0.995 0.996 0.996 0.996 0.996 0.996 0.996 0.996 0.996
2.7 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997
2.8 0.997 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998
2.9 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.999 0.999 0.999
3.0 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999
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Zadanie 4. (8 punktów)
Oblicz całkę

∫
{z:|z−2−i|2<√2}

ez cos z
(1+z2) sin z dz.
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Zadanie 5. (8 punktów)
Niech (X,Σ, µ) będzie przestrzenią miarową. Pokaż, że jeśli mamy ciąg

zbiorów An ∈ Σ taki, że An ⊆ An+1, to µ (
⋃
nAn) = limn→∞ µ(An).
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Zadanie 1. (8 punktów)
Dana jest macierz wypłat dwuosobowej gry o sumie zero:

M =
−4 5 6
α 3 3
−5 4 5

.

a) Ustal, dla jakich wartości parametru α gra ta ma punkt siodłowy. Wyznacz
ten punkt oraz podaj wartość gry.
b) Rozwiąż grę dla α = 5.
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Zadanie 2. (8 punktów)
Załóżmy, że funkcja przeżycia wyraża się wzorem: s(x) = P (T > x) =

1− x
90 dla x ∈ [0, 90] oraz że zachodzi hipoteza jednostajności (HU) i hipoteza

jednorodnej populacji (HJP).
1) Obliczyć prawdopodobieństwo tego, że 30-latek umrze pomiędzy 40, 5 i
50, 5 rokiem życia.
2) Wyznaczyć JSN dla czystego ubezpieczenia na dożycie na 10 lat dla osoby
w wieku 40 lat. Przyjąć stopę procentową i = 0%.
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Zadanie 3. (8 punktów)
Dwa pręty, dłuższy i krótszy, zmierzono w następujący sposób: najpierw

ustawiono je jeden za drugim (szeregowo) i zmierzono ich łączną długość,
równą 20 mm; potem zestawiono je obok siebie (równolegle) z wyrównanym
początkiem i zmierzono różnicę ich długości, równą 4 mm. Załóż, że:

• oba pomiary są niezależne,

• mają rozkład normalny,

• pomiar szeregowy ma odchylenie standardowe σ = 2mm,

• pomiar równoległy ma odchylenie standardowe σ = 1mm.

a) Oblicz odchylenie standardowe estymatora największej wiarygodności
długości dłuższego pręta.

b) Podaj wartość tego estymatora dla podanych wyników pomiaru.



Tablice rozkładu normalnego

x 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 0.500 0.504 0.508 0.512 0.516 0.520 0.524 0.528 0.532 0.536
0.1 0.540 0.544 0.548 0.552 0.556 0.560 0.564 0.567 0.571 0.575
0.2 0.579 0.583 0.587 0.591 0.595 0.599 0.603 0.606 0.610 0.614
0.3 0.618 0.622 0.626 0.629 0.633 0.637 0.641 0.644 0.648 0.652
0.4 0.655 0.659 0.663 0.666 0.670 0.674 0.677 0.681 0.684 0.688
0.5 0.691 0.695 0.698 0.702 0.705 0.709 0.712 0.716 0.719 0.722
0.6 0.726 0.729 0.732 0.736 0.739 0.742 0.745 0.749 0.752 0.755
0.7 0.758 0.761 0.764 0.767 0.770 0.773 0.776 0.779 0.782 0.785
0.8 0.788 0.791 0.794 0.797 0.800 0.802 0.805 0.808 0.811 0.813
0.9 0.816 0.819 0.821 0.824 0.826 0.829 0.831 0.834 0.836 0.839
1.0 0.841 0.844 0.846 0.848 0.851 0.853 0.855 0.858 0.860 0.862
1.1 0.864 0.867 0.869 0.871 0.873 0.875 0.877 0.879 0.881 0.883
1.2 0.885 0.887 0.889 0.891 0.893 0.894 0.896 0.898 0.900 0.901
1.3 0.903 0.905 0.907 0.908 0.910 0.911 0.913 0.915 0.916 0.918
1.4 0.919 0.921 0.922 0.924 0.925 0.926 0.928 0.929 0.931 0.932
1.5 0.933 0.934 0.936 0.937 0.938 0.939 0.941 0.942 0.943 0.944
1.6 0.945 0.946 0.947 0.948 0.949 0.951 0.952 0.953 0.954 0.954
1.7 0.955 0.956 0.957 0.958 0.959 0.960 0.961 0.962 0.962 0.963
1.8 0.964 0.965 0.966 0.966 0.967 0.968 0.969 0.969 0.970 0.971
1.9 0.971 0.972 0.973 0.973 0.974 0.974 0.975 0.976 0.976 0.977
2.0 0.977 0.978 0.978 0.979 0.979 0.980 0.980 0.981 0.981 0.982
2.1 0.982 0.983 0.983 0.983 0.984 0.984 0.985 0.985 0.985 0.986
2.2 0.986 0.986 0.987 0.987 0.987 0.988 0.988 0.988 0.989 0.989
2.3 0.989 0.990 0.990 0.990 0.990 0.991 0.991 0.991 0.991 0.992
2.4 0.992 0.992 0.992 0.992 0.993 0.993 0.993 0.993 0.993 0.994
2.5 0.994 0.994 0.994 0.994 0.994 0.995 0.995 0.995 0.995 0.995
2.6 0.995 0.995 0.996 0.996 0.996 0.996 0.996 0.996 0.996 0.996
2.7 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997
2.8 0.997 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998
2.9 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.999 0.999 0.999
3.0 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999
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Zadanie 4. (8 punktów)
Oblicz całkę

∫
{z:|z−2−i|2<√2}

ez cos z
(1+z2) sin z dz.
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Zadanie 5. (8 punktów)
Niech (X,Σ, µ) będzie przestrzenią miarową. Pokaż, że jeśli mamy ciąg

zbiorów An ∈ Σ taki, że An ⊆ An+1, to µ (
⋃
nAn) = limn→∞ µ(An).
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Zadanie 1. (8 punktów)
Rozkład Choleskiego. Wyznaczyć macierz L spełniającą:

LLT =




1 2 3
2 20 26
3 26 70


 ,

gdzie L jest macierzą dolnotrójkątną.
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Zadanie 2. (8 punktów)
Dany jest program:

int f(int a, int p)
{

int r;

for(r=1; (a*r-1)%p; ++r)
;

return r;
}

int main()
{

int x;

for(x=1; x<7; ++x)
printf("%2i: %2i\n", x, f(x,7));

return 0;
}

Pytania:

1. Co zostanie wyświetlone na ekranie ?

2. W jaki sposób uzyskany wynik można otrzymać przy pomocy „ rozszerzonego
algorytmu Euklidesa ” ?
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Zadanie 3. (8 punktów)
Dwa pręty, dłuższy i krótszy, zmierzono w następujący sposób: najpierw

ustawiono je jeden za drugim (szeregowo) i zmierzono ich łączną długość,
równą 20 mm; potem zestawiono je obok siebie (równolegle) z wyrównanym
początkiem i zmierzono różnicę ich długości, równą 4 mm. Załóż, że:

• oba pomiary są niezależne,

• mają rozkład normalny,

• pomiar szeregowy ma odchylenie standardowe σ = 2mm,

• pomiar równoległy ma odchylenie standardowe σ = 1mm.

a) Oblicz odchylenie standardowe estymatora największej wiarygodności
długości dłuższego pręta.

b) Podaj wartość tego estymatora dla podanych wyników pomiaru.



Tablice rozkładu normalnego

x 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 0.500 0.504 0.508 0.512 0.516 0.520 0.524 0.528 0.532 0.536
0.1 0.540 0.544 0.548 0.552 0.556 0.560 0.564 0.567 0.571 0.575
0.2 0.579 0.583 0.587 0.591 0.595 0.599 0.603 0.606 0.610 0.614
0.3 0.618 0.622 0.626 0.629 0.633 0.637 0.641 0.644 0.648 0.652
0.4 0.655 0.659 0.663 0.666 0.670 0.674 0.677 0.681 0.684 0.688
0.5 0.691 0.695 0.698 0.702 0.705 0.709 0.712 0.716 0.719 0.722
0.6 0.726 0.729 0.732 0.736 0.739 0.742 0.745 0.749 0.752 0.755
0.7 0.758 0.761 0.764 0.767 0.770 0.773 0.776 0.779 0.782 0.785
0.8 0.788 0.791 0.794 0.797 0.800 0.802 0.805 0.808 0.811 0.813
0.9 0.816 0.819 0.821 0.824 0.826 0.829 0.831 0.834 0.836 0.839
1.0 0.841 0.844 0.846 0.848 0.851 0.853 0.855 0.858 0.860 0.862
1.1 0.864 0.867 0.869 0.871 0.873 0.875 0.877 0.879 0.881 0.883
1.2 0.885 0.887 0.889 0.891 0.893 0.894 0.896 0.898 0.900 0.901
1.3 0.903 0.905 0.907 0.908 0.910 0.911 0.913 0.915 0.916 0.918
1.4 0.919 0.921 0.922 0.924 0.925 0.926 0.928 0.929 0.931 0.932
1.5 0.933 0.934 0.936 0.937 0.938 0.939 0.941 0.942 0.943 0.944
1.6 0.945 0.946 0.947 0.948 0.949 0.951 0.952 0.953 0.954 0.954
1.7 0.955 0.956 0.957 0.958 0.959 0.960 0.961 0.962 0.962 0.963
1.8 0.964 0.965 0.966 0.966 0.967 0.968 0.969 0.969 0.970 0.971
1.9 0.971 0.972 0.973 0.973 0.974 0.974 0.975 0.976 0.976 0.977
2.0 0.977 0.978 0.978 0.979 0.979 0.980 0.980 0.981 0.981 0.982
2.1 0.982 0.983 0.983 0.983 0.984 0.984 0.985 0.985 0.985 0.986
2.2 0.986 0.986 0.987 0.987 0.987 0.988 0.988 0.988 0.989 0.989
2.3 0.989 0.990 0.990 0.990 0.990 0.991 0.991 0.991 0.991 0.992
2.4 0.992 0.992 0.992 0.992 0.993 0.993 0.993 0.993 0.993 0.994
2.5 0.994 0.994 0.994 0.994 0.994 0.995 0.995 0.995 0.995 0.995
2.6 0.995 0.995 0.996 0.996 0.996 0.996 0.996 0.996 0.996 0.996
2.7 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997
2.8 0.997 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998
2.9 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.999 0.999 0.999
3.0 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999
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Zadanie 4. (8 punktów)
Oblicz całkę

∫
{z:|z−2−i|2<√2}

ez cos z
(1+z2) sin z dz.
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Zadanie 5. (8 punktów)
Niech (X,Σ, µ) będzie przestrzenią miarową. Pokaż, że jeśli mamy ciąg

zbiorów An ∈ Σ taki, że An ⊆ An+1, to µ (
⋃
nAn) = limn→∞ µ(An).
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Zadanie 1. (8 punktów)
Udowodnić, że dla każdego naturalnego n wielomian

nxn+1 − (n+ 1)xn + 1

jest podzielny przez trójmian x2 − 2x+ 1.
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Zadanie 2. (8 punktów)
W trójkącie ABC połączono wierzchołek B z punktem D położonym na

boku AC. Wykazać, że AB +BC − AC < 2BD.
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Zadanie 3. (8 punktów)
Dwa pręty, dłuższy i krótszy, zmierzono w następujący sposób: najpierw

ustawiono je jeden za drugim (szeregowo) i zmierzono ich łączną długość,
równą 20 mm; potem zestawiono je obok siebie (równolegle) z wyrównanym
początkiem i zmierzono różnicę ich długości, równą 4 mm. Załóż, że:

• oba pomiary są niezależne,

• mają rozkład normalny,

• pomiar szeregowy ma odchylenie standardowe σ = 2mm,

• pomiar równoległy ma odchylenie standardowe σ = 1mm.

a) Oblicz odchylenie standardowe estymatora największej wiarygodności
długości dłuższego pręta.

b) Podaj wartość tego estymatora dla podanych wyników pomiaru.



Tablice rozkładu normalnego

x 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 0.500 0.504 0.508 0.512 0.516 0.520 0.524 0.528 0.532 0.536
0.1 0.540 0.544 0.548 0.552 0.556 0.560 0.564 0.567 0.571 0.575
0.2 0.579 0.583 0.587 0.591 0.595 0.599 0.603 0.606 0.610 0.614
0.3 0.618 0.622 0.626 0.629 0.633 0.637 0.641 0.644 0.648 0.652
0.4 0.655 0.659 0.663 0.666 0.670 0.674 0.677 0.681 0.684 0.688
0.5 0.691 0.695 0.698 0.702 0.705 0.709 0.712 0.716 0.719 0.722
0.6 0.726 0.729 0.732 0.736 0.739 0.742 0.745 0.749 0.752 0.755
0.7 0.758 0.761 0.764 0.767 0.770 0.773 0.776 0.779 0.782 0.785
0.8 0.788 0.791 0.794 0.797 0.800 0.802 0.805 0.808 0.811 0.813
0.9 0.816 0.819 0.821 0.824 0.826 0.829 0.831 0.834 0.836 0.839
1.0 0.841 0.844 0.846 0.848 0.851 0.853 0.855 0.858 0.860 0.862
1.1 0.864 0.867 0.869 0.871 0.873 0.875 0.877 0.879 0.881 0.883
1.2 0.885 0.887 0.889 0.891 0.893 0.894 0.896 0.898 0.900 0.901
1.3 0.903 0.905 0.907 0.908 0.910 0.911 0.913 0.915 0.916 0.918
1.4 0.919 0.921 0.922 0.924 0.925 0.926 0.928 0.929 0.931 0.932
1.5 0.933 0.934 0.936 0.937 0.938 0.939 0.941 0.942 0.943 0.944
1.6 0.945 0.946 0.947 0.948 0.949 0.951 0.952 0.953 0.954 0.954
1.7 0.955 0.956 0.957 0.958 0.959 0.960 0.961 0.962 0.962 0.963
1.8 0.964 0.965 0.966 0.966 0.967 0.968 0.969 0.969 0.970 0.971
1.9 0.971 0.972 0.973 0.973 0.974 0.974 0.975 0.976 0.976 0.977
2.0 0.977 0.978 0.978 0.979 0.979 0.980 0.980 0.981 0.981 0.982
2.1 0.982 0.983 0.983 0.983 0.984 0.984 0.985 0.985 0.985 0.986
2.2 0.986 0.986 0.987 0.987 0.987 0.988 0.988 0.988 0.989 0.989
2.3 0.989 0.990 0.990 0.990 0.990 0.991 0.991 0.991 0.991 0.992
2.4 0.992 0.992 0.992 0.992 0.993 0.993 0.993 0.993 0.993 0.994
2.5 0.994 0.994 0.994 0.994 0.994 0.995 0.995 0.995 0.995 0.995
2.6 0.995 0.995 0.996 0.996 0.996 0.996 0.996 0.996 0.996 0.996
2.7 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997
2.8 0.997 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998
2.9 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.999 0.999 0.999
3.0 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999 0.999



.
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Zadanie 4. (8 punktów)
Oblicz całkę

∫
{z:|z−2−i|2<√2}

ez cos z
(1+z2) sin z dz.
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Zadanie 5. (8 punktów)
Niech (X,Σ, µ) będzie przestrzenią miarową. Pokaż, że jeśli mamy ciąg

zbiorów An ∈ Σ taki, że An ⊆ An+1, to µ (
⋃
nAn) = limn→∞ µ(An).
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