EGZAMIN DYPLOMOWY, czesé 11, 17.09.2007
Biomatematyka

Zadanie ]_ e (8 punktéw)

Badamy wptyw dwoch czynnikow mutagennych na DNA. W tym celu podczas kazdej
replikacji ni¢ DNA poddawana jest na przemian dzialaniu pierwszego i drugiego czynni-
ka wywolujacego mutacje. Wiemy, ze mutacje wywotane pierwszym czynnikiem mozna
opisa¢ przy pomocy modelu Jukes-Cantora z parametrem mutacji o, natomiast mutacje
wywotane drugim czynnikiem mozna opisaé¢ przy pomocy modelu Jukes-Cantora z para-
metrem as. Niech zmienna losowa X, podaje rodzaj nukleotydu na wybranym miejscu
po n replikacjach.

(a) Obliczyé¢ prawdopodobienstwa wystapienia na wybranym miejscu poszczegdlnych
nukleotydow, zaktadajac, ze poczatkowo znajdowalta sie tam adenina.

(b) Jakie jest prawdopodobiefistwo, ze po bardzo duzej liczbie replikacji na wybranym
miejscu jest taki sam nukleotyd, jak w chwili poczatkowe;j?

Zadanie 2. (8 punktéw)

Rozpatrzmy trzy geny kazdy o dominujacych i recesywnych alleach oznaczonych od-
powiednio przez A, a; B, b; i C| c.

(a) Ile réznych gamet moze wyprodukowaé osobnik o genotypie AaBbC'C?

(b) Jesli skrzyzujemy dwa osobniki o genotypie AaBbCC, to ile réznych genotypow i
ile fenotypéw mozemy otrzymac?

Zadanie 3. (8 punktéw)
Rozpatrzmy populacje, ktérej rozwoj opisany jest przez rownanie logistyczne
dN

N

Zaktadamy, ze populacja poddana jest odtowom ze stalg intensywnosciag H > 0.

(i) Dla jakich intensywnosci odtowéw H populacja nie ulegnie wymarciu?

(ii) Wyznaczy¢ maksymalna intensywno$é odtowu H. nie powodujacego wyniszczenia
populacji.

Zadanie 4:. (8 punktéw)
Kontrola jakosci stwierdzita, ze ze 100 zamdéwionych sztuk towaru 5 byto wadliwych.
Zbuduj 99% przedzial ufnosci dla prawdopodobienstwa wyprodukowania sztuki wadliwej.

Zadanie 5 e (8 punktéw) jak dla pozostatych specjalnosei.



EGZAMIN DYPLOMOWY, czesé 11, 17.09.2007
Matematyka w ekonomii i ubezpieczeniach

Zadanie ]_ e (8 punktéw)
Zatozmy, ze funkcja przezycia wyraza sie wzorem

Ww—x

s(x)=P(T>zx)= dla 0<z<w

w
oraz speliona jest hipoteza jednorodnej populacji (HJP). Ponadto 17p1s = %.

a) Obliczy¢ w oraz (przy zatozeniu hipotezy jednostajnosci HU) 1 5po4 .

b) Wyznaczy¢é JSN dla ubezpieczenia na zycie i dozycie dla 18-latka na 1 rok. Przyjacé
stope procentowsg i = 10%.

Zadanie 2. (8 punktéw)

Szkoda X ma rozktad réwnomierny na zbiorze {0,1,2}, a szkoda Y =0.5X +1. Po-
nadto szkody Y i Z sg jednakowo roztozone i niezalezne.
a) Obliczy¢ prawdopodobienstwa P(X +Y <2)i P(X+Z<2).
b) Obliczy¢ Var(X +Y) oraz Var(X +Z2).

Zadanie 3. (8 punktéw)
Dana jest gra dwuosobowa o sumie zero z macierzg wyptat postaci:

8§ 4 —4 0
N= -6 9 6 =3|
-6 12 6 —12

Zmalez¢ wartos¢ tej gry oraz strategie optymalng dla kazdego gracza.
Sprawdzié, czy wektor x = (0.5,0.3,0.2) jest strategia optymalna w tej grze.

Zadanie 4:. (8 punktow)
Kontrola jakosci stwierdzita, ze ze 100 zaméwionych sztuk towaru 5 byto wadliwych.
Zbuduj 99% przedzial ufnosci dla prawdopodobienstwa wyprodukowania sztuki wadliwe;j.

Zadanie 5. (8 punktow)
Dla jakich wartosci parametru A € R rownanie Eulera

2" (t) +ta' (t) — Ax(t) =0, t € (1,e)
posiada niezerowe rozwigzanie z : [1,e] — R spelniajace warunki brzegowe
z(1)=z(e)=0.
Wsk. Rownanie Eulera mozna sprowadzi¢ do rownania liniowego o statych wspotczynni-
kach przez podstawienie z(t) =y(In (t)).



EGZAMIN DYPLOMOWY, czesé 11, 17.09.2007
Matematyka z informatyka

Zadanie ]_ e (8 punktéw)
Na osobnej kartce podany jest program.
Pytania:

1. narysowa¢ schemat blokowy dziatania funkcji F1(...) i F2(...),
2. co zostanie wyswietlone na ekranie w wyniku dziatania programu,

3. dla dowolnej tablicy double wl[], ktora z funkeji F1(...), F2(...) pod wzgledem
obliczeniowym jest lepsza, dlaczego?

4. jak prosciej mozna obliczy¢ wartosci F1(...), F2(...).

Zadanie 2 o (8 punktéw)
Poda¢ uzasadnienie teoretyczne metody ,przez potowienie przedziatu” rozwigzywania

réwnania;:

f(z)=0.

Zadanie 3. (8 punktéw)
Z definicji catki Riemanna uzasadnié¢ wzor:

L D

1
=In2.
i—1tTn

Zadanie 4:. (8 punktow)
Kontrola jakosci stwierdzita, ze ze 100 zaméwionych sztuk towaru 5 byto wadliwych.
Zbuduj 99% przedzial ufnosci dla prawdopodobienstwa wyprodukowania sztuki wadliwe;j.

Zadanie 5. (8 punktow)
Dla jakich wartosci parametru A € R réwnanie Eulera

2" (t) + 2’ (t) — Ax(t) =0, t € (1,e)
posiada niezerowe rozwigzanie x : [1,e] — R spelniajace warunki brzegowe
z(1)=z(e)=0.
Wsk. Réwnanie Eulera mozna sprowadzi¢ do réwnania liniowego o stalych wspétczynni-
kach przez podstawienie z(t) =y(In (t)).



double w[]={1.0, -3.0, 3.0, -1.0};

double F1(double x, double a[], unsigned n)
{

unsigned 1i;

double r;

r = al[0];

for(i=1 ; i<n; ++i)
r = r¥x + ali];

return r;

double F2(double x, double a[], unsigned n)
{

double p,r;

int i;

r = a[n-1];
p=1.0;
for(i=n-2 ; 0<=i ; —--1i)

{

p * X5
r + alil*p;

P
r

3

return r;

int main()
{

unsigned 1ij;

for(i=0 ; i<10; ++i)

{
printf("%10.41f ", F1(0.1*i, w, sizeof(w)/sizeof(w[0])) );
printf ("%10.41f\n", F2(0.1*i, w, sizeof(w)/sizeof(w[0])) );
+
return O;



EGZAMIN DYPLOMOWY, czesé 11, 17.09.2007
Matematyka nauczycielska

Zadanie ]_ e (8 punktéw)
a) Wykazaé, ze suma kolejnych liczb naturalnych od 1 do 2007 dzieli sie przez 3.
b) Dla jakich k suma kolejnych liczb naturalnych od 1 do k dzieli sie przez 37

Zadanie 2. (8 punktéw)

Niech J* oznacza jednoktadnosé o srodku w punkcie (0,0) i skali s. Niech K oznacza
koto wpisane w trojkat o wierzchotkach (0,0), (6,0), (0,6). Znajlez¢ takie s, ze K i J*(K)
sq zewnetrznie styczne.

Zadanie 3. (8 punktéw)

Niech M oznacza o$mioscian foremny o krawedzi dtugosci 1 i niech N oznacza naj-
mniejszg bryte wypukta zawierajaca srodki wszystkich krawedzi o$mioscianu M. Wy-
znaczy¢ pole powierzchni N.

Zadanie 4:. (8 punktéw)
Kontrola jakosci stwierdzita, ze ze 100 zamdéwionych sztuk towaru 5 byto wadliwych.
Zbuduj 99% przedzial ufnosci dla prawdopodobienstwa wyprodukowania sztuki wadliwe;j.

Zadanie 5. (8 punktéw)
Dla jakich wartosci parametru A € R réwnanie Eulera

22" (t) +ta' (t) — A (t) =0, t € (1,e)
posiada niezerowe rozwiazanie z : [1,e] — R spelniajace warunki brzegowe
z(1)=z(e)=0.
Wsk. Réwnanie Eulera mozna sprowadzi¢ do réwnania liniowego o stalych wspétczynni-
kach przez podstawienie z(t) =y(In (¢)).



EGZAMIN DYPLOMOWY, czesé 11, 17.09.2007
Zastosowania

Zadanie ]_ e (8 punktéw)
Niech {B(t);t >0} bedzie standardowym ruchem Browna oraz f(i)=i(i+1)/2 dla
i=1,2,...

a) Znalez¢ rozktad zmiennej losowej Z, :=>"1" | B (i;t?l;f(f @)
: Y n  B(f(i+1))—B(f(®)
b) Obliczy¢ JLI%OP(Zizl NS > n) .

Zadanie 2. (8 punktéw)
Zatozmy, ze X1,X5,... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie
oraz EX; =01 FX?=2. Zbada¢ zbieznos¢
i=1Xi
S
gdy n — oo.

Zadanie 3. (8 punktéw)

Jezeli zmienna losowa ma rozktad normalny N(m,o?), to rozktad zmiennej losowej
Y =eX nazywamy logarytmiczno-normalnym z parametrami m i 0. Znalezé estymato-
ry najwigkszej wiarygodnogci parametréw m i o2 na podstawie proby Y = (Vi,...,Y,)
rozmiaru n z rozktadu logarytmiczno normalnego z parametrami m i o.

Zadanie 4: o (8 punktéw)
Udowodni¢, ze suma n niezaleznych proceséw Poissona z parametrem A jest procesem
Poissona z parametrem nA\.

Zadanie 5. (8 punktéw)
Dla jakich wartosci parametru A € R réwnanie Eulera

22" (t) +ta' (t) — Az (t) =0, t € (1,e)
posiada niezerowe rozwiazanie z : [1,e] — R spelniajace warunki brzegowe
z(1)==x(e) =0.
Wsk. Réwnanie Eulera mozna sprowadzi¢ do réwnania liniowego o stalych wspétczynni-
kach przez podstawienie z(t) =y(In (¢)).



