EGZAMIN DYPLOMOWY, czesé 11, 2.07.2007
Biomatematyka

Zadanie ]_ e (8 punktéw)

Badamy wptyw dwoch czynnikow mutagennych na DNA. W tym celu podczas kazdej
replikacji ni¢ DNA poddawana jest na przemian dzialaniu pierwszego i drugiego czynni-
ka wywolujacego mutacje. Wiemy, ze mutacje wywotane pierwszym czynnikiem mozna
opisa¢ przy pomocy modelu Jukes-Cantora z parametrem mutacji o, , natomiast muta-
cje wywoltane drugim czynnikiem mozna opisa¢ przy pomocy modelu Jukes-Cantora z
parametrem . Niech zmienna losowa X, bedzie rowna 1, gdy na wybranym miejscu
nukleotyd po n replikacjach jest taki sam, jak w chwili poczatkowej, oraz niech X,, bedzie
rowne 0 w przeciwnym przypadku.

(a) Podaé rozktad zmiennej losowej X.

(b) Podaé rozklad zmiennej losowej Xj.

Zadanie 2. (8 punktéw)

Rozwazmy autosomalny, czyli niezwiazany z plcia, locus o m allelach w warunkach
rownowagi Hardy’ego-Weinberga. Wykazacé, ze jesli allel A; wystepuje z czestoscia p; , to
losowo wybrany osobnik z tej populacji jest heterozygotyczny z prawdopodobienstwem
1—3", p?. Jakie duze moze by¢ to prawdopodobienistwo, i dla jakiej czestosci alleli jest
ono osiggane?

Zadanie 3. (8 punktéw)
Niech N(t) oznacza liczebnos$é pewnej populacji w chwili t. Zaktadamy, ze rozwdj tej
populacji opisany jest przez réwnanie
dN N
1 —=rN|(1—— | —hN(t
W a ( K) ©),
gdzie h jest stala dodatnia, a N(0) = Np.

(i) Znalezé punkty stacjonarne réwnania (1) oraz zbadaé ich stabilnosé.

(ii) Dla jakich wartosci statej h populacja nie ulegnie wymarciu?

Zadanie 4. (8 punktéw)

Z talii 52 kart wyjeto p pikéw (p=0,1,...,13). W celu oszacowania liczby p, cztero-
krotnie, ze zwracaniem, wylosowano karte z talii i policzono liczbe k wylosowanych w
ten sposéb pikéw. Znajdz estymator najwigckszej wiarygodnosci liczby wyjetych pikow p.
Czy jest to estymator nieobcigzony?

Zadanie 5 e (8 punktéw) jak dla pozostatych specjalnosei.



EGZAMIN DYPLOMOWY, czesé 11, 2.07.2007
Matematyka w ekonomii i ubezpieczeniach

Zadanie ]_ e (8 punktéw)

Zatozmy, ze funkcja przezycia wyraza si¢ wzorem s(z) = P(T' >x)=1-%, dla
0 <z <w oraz speliona jest hipoteza jednorodnej populacji (HJP). Z tablic trwania
zycia wiadomo, ze lo5 = 50000, I35 = 40000
a) Obliczy¢ w oraz prawdopodobienstwo 1gpas tego, ze 25-latek przezyje co najmniej 10
lat;
b) Wyznaczy¢ JSN dla bezterminowego ubezpieczenia na zycie dla 74-latka. Przyjacé
stope procentows i = 10%.

Zadanie 2. (8 punktow)

Szkoda X ma rozktad P(X =0)=0.5, P(X=1)=0.3, P(X =2)=u,
P(X =3)=0.2—2. Wiadomo, ze EI,(X)=0.5, gdzie I; oznacza kontrakt stop-loss.
a) Obliczy¢ z;
b) Wyznaczy¢ Var([(X)).

Zadanie 3. (8 punktéw)
Dana jest gra dwuosobowa o sumie zero z macierzg wyptat postaci:

-2 6 0
0 41

N= 4 =5 5|
-1 31

Zmalez¢ wartos¢ tej gry oraz strategie optymalng dla kazdego gracza.

Zadanie 4:. (8 punktéw)

Z talii 52 kart wyjeto p pikéw (p=0,1,...,13). W celu oszacowania liczby p, cztero-
krotnie, ze zwracaniem, wylosowano karte z talii i policzono liczbe k wylosowanych w
ten sposéb pikéw. Znajdz estymator najwiekszej wiarygodnosci liczby wyjetych pikow p.
Czy jest to estymator nieobcigzony?

Zadanie 5. (8 punktéw)
Jil(t)

Zmajdz rozwiazanie T(t) = ( 2a(t) ) nastepujacego zagadnienia poczatkowego
2

j’z(i :?):z 5(0):<é>-



EGZAMIN DYPLOMOWY, czesé 11, 2.07.2007
Matematyka z informatyka

Zadanie ]. e (8 punktéw)
Dany jest nastepujacy program:

int T[]={9,8,1,0,7,6,4,3,6,5,-1};

void fn(int *A,unsigned n)
{

unsigned 1i,j;

int r;

for(i=0 ; i<n-1 ; ++i)

{
for(j=i+1 ; j<n ; ++j)
{

// porownanie
if(C Alil<=A[j1 )

continue;
// przestawienie
T = A[i];
Ali]l = A[j];
Alj]l = r;
}
}
}
int main()
{
unsigned 1i;
fn(T, sizeof(T)/sizeof(T[0]) );
for(i=0 ; i<sizeof(T)/sizeof (T[0]) ; ++i)
printf("%31i ",T[i]);
return O;
}
Pytania:

1. Narysowadé schemat blokowy dziatania programu.
2. Co zostanie wys$wietlone na ekranie w wyniku dziatania programu?

3. Ile bedzie poréwnan i przestawien w funkcji void fn(int *,unsigned) 7



4. Ogolnie, dla dowolnej tablicy int T[], ile najmniej i najwiecej bedzie przestawien
w funkcji void fn(int *,unsigned) 7

Zadanie 2. (8 punktow)
Wyprowadzi¢ wzor z metody Newtona

T )
n

n=12,...

rozwiazywania réwnania:

f(z)=0.

Zadanie 3. (8 punktow)

Dla dwoch liczb o =1f1g i y= 1114 zapisanych szestnastkowo, obliczy¢ iloczyn x*y.
Wynik podaé zapisany (z uzasadnieniem) przy podstawie szestnastkowej, dsemkowey,
dziesietnej i binarne;.

Zadanie 4:. (8 punktéw)

Z talii 52 kart wyjeto p pikéw (p=0,1,...,13). W celu oszacowania liczby p, cztero-
krotnie, ze zwracaniem, wylosowano karte z talii i policzono liczbe k wylosowanych w
ten sposob pikéw. Znajdz estymator najwiekszej wiarygodnodci liczby wyjetych pikow p.
Czy jest to estymator nieobcigzony?

Zadanie 5. (8 punktéw)
(1)

Znajdz rozwiazanie Z(t) = ( 2a(t) ) nastepujacego zagadnienia poczatkowego
2

z’:(i j)g‘c i(O)z(é).



EGZAMIN DYPLOMOWY, czesé 11, 2.07.2007
Matematyka nauczycielska

Zadanie ]_ e (8 punktéw)

a) Wykzaé, ze suma kwadratéw kolejnych liczb naturalnych od 1 do 2007 dzieli sie
przez 3.
b) Dla jakich k kwadrat sumy kolejnych liczb naturalnych od 1 do k dzieli sie przez 37

Zadanie 2. (8 punktow)

Niech J* oznacza jednoktadnosé o srodku w punkcie (0,0,0) i skali s. Niech K oznacza
kule wpisana w czworoscian o wierzchotkach (0,0,0), (6,0,0), (0,6,0), (0,0,6). Znalezé
takie s, ze K 1 J*(K) sa zewnetrznie styczne.

Zadanie 3 e (8 punktéw)
Skonstruowac okrag styczny do danej prostej, przechodzacy przez dwa zadane punkty.
Doktadnie przedyskutowac liczbe rozwigzan.

Zadanie 4:. (8 punktow)

Z talii 52 kart wyjeto p pikéw (p=0,1,...,13). W celu oszacowania liczby p, cztero-
krotnie, ze zwracaniem, wylosowano karte z talii i policzono liczbe k wylosowanych w
ten sposob pikéw. Znajdz estymator najwiekszej wiarygodnodci liczby wyjetych pikow p.
Czy jest to estymator nieobcigzony?

Zadanie 5. (8 punktéw)
1 (t)

Znajdz rozwiazanie Z(t) = ( 2a(1) ) nastepujacego zagadnienia poczatkowego
2

97:’:<i :?):7:, :E(O)z(é).



EGZAMIN DYPLOMOWY, czesé 11, 2.07.2007
Matematyka teoretyczna

Zadanie ]_ e (10 punktéw)
Zmajdz wszystkie funkcje analityczne f:C — C dla ktérych Re(f(z)) zalezy tylko od
Re(z).

Zadanie 2 e (10 punktéw)

Ciato K nazywamy algebraicznie domknietym, gdy dowolny wielomian o wspotezynni-
kach z K rozktada sie nad K w iloczyn wielomianéw stopnia 1. Udowodnij, ze zadne ciato
skoniczone nie jest algebraicznie domkniete.

Zadanie 3. (10 punktéw)

Podczas ruchu punktu P po gladkiej regularnej krzywej v na plaszczyznie ruchomy
punkt ) znajduje sie w kazdej chwili na stycznej do v w punkcie aktualnego potozenia
P, w statej odlegtosci d >0 od P. Uzasadnij, ze jesli v nie jest fragmentem prostej, to
droga jaka pokonuje punkt () jest dtuzsza niz droga punktu P w tym samym przedziale
CZasowWym.

Zadanie 4:. (10 punktéw)

(A) Niech A;,A5, A3 beda zdarzeniami niezaleznymi o prawdopodobienstwie 1/2 i
niech A;; :=(A; % A;), gdzie * oznacza roéznice symetryczna, zas ¢ oznacza dopetnienie.
Uzasadnij, ze zdarzenia Ajo,Ay3,As3 nie sg niezalezne, mimo ze sa parami niezalezne.
(B) ZnajdZ przyklad 4 zdarzen, ktore nie sg niezalezne, mimo ze kazda podrodzina
ztozona z conajwyzej 3 sposrod tych zdarzen jest niezalezna.



EGZAMIN DYPLOMOWY, czesé 11, 2.07.2007
Zastosowania

Zadanie ]_ e (8 punktéw)
Niech {Bj(t);t>0} oraz {Bx(t);t >0} beda niezaleznymi standardowymi ruchami
Browna. Znalezé wszystkie liczby rzeczywiste a,b> 0 takie, ze {M;t} 0} oraz

5
{w;t >0} sa standardowymi ruchami Browna. Odpowiedz uzasadnié.

Zadanie 2. (8 punktow)
Niech X,, ma rozklad x?(n), a Y, rozktad normalny o $redniej n i wariancji n, dla

n=1,2,... Zbada¢ zbieznos¢
Xn

Y,’

gdy n — oo.

Zadanie 3. (8 punktéw)

Korzystajac z podstawowego lematu Neymana-Pearsona skonstruowac¢ najmocniejszy
test hipotezy Hj:0 =0y przy hipotezie alternatywnej H;:0 = 0; na poziomie istotnosci
«. Zaktadamy, ze proba pochodzi z rozktadu jednostajnego U(0,0) oraz 0 < 6y < ;.

Zadanie 4:. (8 punktéw)
Niech {X(t),t >0} bedzie procesem Markowa w czasie ciaglym z macierza intensyw-

nosci:
-1 1
=[5 )

Udowodnié, ze Y (t) =2X(t)+1 jest tez procesem Markowa i znalezé jego rozktad sta-
cjonarny.

Zadanie 5. (8 punktéw)
1 (t)

Znajdz rozwiazanie T(t) = 2o(t) ) nastepujacego zagadnienia poczatkowego
2

x’:<i j)x x(O)z(é).



