EGZAMIN DYPLOMOWY, czes¢ 11, 16.02.2007
Biomatematyka

Zadanie ]_ e (8 punktéw)

Niech X, oznacza proporcje pozycji w nici DNA, ktore po n replikacjach sg obsadzone
takimi samymi nukleotydami, jak w chwili poczatkowej, tak wiec Xy = 1. Zakltadamy, ze
w kazdej replikacji prawdopodobienstwo, z jakim moze nastapi¢ podstawienie, jest rowne
a i kazdy z trzech mozliwych nukleotydow jest jednakowo prawdopodobny.

(a) Znalezé rozktad zmiennej losowej Xs.
(b) Czy ciag zmiennych losowych {X,,}>° jest zbiezny wedtug rozktadu?

(c) Podaé postaé rozktadu granicznego.

Zadanie 2. (8 punktéow)

W populacji znajdujacej sic w warunkach réwnowagi Hardy’ego-Weinberga czestosé
allelu a jest réwna 0,4, natomiast czestos¢ allelu A jest réwna 0,6. Jaka czesé osobnikow
0 genotypie aa

(a) nie miata zadnego z rodzicéw o genotypie aa?
(b) miata jednego rodzica o genotypie aa?

(c) miala oboje rodzicow o genotypie aa?

Zadanie 3. (8 punktéw)
Rozpatrzmy populacje, ktérej rozwdj opisany jest przez rownanie logistyczne
dN N
—=rN{1——); N(0)=N,.
it ( K)’ (0)="MNo
Zaktadamy, ze populacja poddana jest odtowom na stalym poziomie H > 0. Wyznaczy¢

wielko$¢ maksymalnego odtowu H,., niepowodujacego wyniszczenia populacji.

Zadanie 4:. (8 punktow)

Dla losowej proby 25 obserwacji z rozktadu normalnego o $redniej p i odchyleniu
standardowym 4, testujemy hipoteze Hy: u =0 przeciwko hipotezie Hy: = 0.5. Hipoteza
Hy jest przyjeta, gdy srednia z proby T spelia nieréwnos$¢ |z| < 1.5, w przeciwnym
przypadku jest odrzucana. Obliczy¢ prawdopodobienistwa btedu I rodzaju (czyli poziomu
istotnosci testu) i btedu II rodzaju dla tego testu.

Zadanie 5 e (8 punktéw) jak dla pozostatych specjalnosei.



EGZAMIN DYPLOMOWY, czes¢ 11, 16.02.2007
Matematyka w ekonomii i ubezpieczeniach

Zadanie ]_ e (8 punktéw)

Zatézmy, ze zachodzi hipoteza HU oraz l30 =523, l40 =436, l4 =427, l45 =417.
(a) Obliczy¢ 10/1.5930-
(b) Wyznaczy¢ JSN dla portfela ubezpieczeniowego dla 40-latka tak, aby jesli $mier¢ na-
stapi w pierwszym roku ubezpieczenia, to wyptata w rocznice umowy wynosita 10, a jesli
ubezpieczony przezyje 2 lata, to wyptacana byta kwota 100. Przyja¢ stope procentowa
i=10%.

Zadanie 2. (8 punktéw)

Dany jest cigg X, Xs,... niezaleznych szkéd o rozktadzie réwnomiernym na zbiorze
{1,2,3}. Wiadomo, ze koszt usuniecia szkody X; jest liniowo zalezny od wielkosci X; z lo-
sowym wspoOtczynnikiem proporcjonalnodci Y;, gdzie Y7,Ys,... sa wzajemnie niezalezne o
rozkladzie réwnomiernym na zbiorze {1,2}. Zatézmy, ze ciagi X; oraz Y; sa wzajemnie
niezalezne oraz ilo$¢ szkdéd ma rozktad Poissona z parametrem 2. Niech S oznacza cal-
kowity koszt usuniecia wszystkich szkod.

(a) Obliczy¢ ES.
(b) Obliczy¢ P(S>1).

Zadanie 3. (8 punktéw)
Dana jest gra dwuosobowa o sumie zero z macierza wyptat postaci

0O 1 0 00

-1 0 2 00

N = 0 -2 0 30
0 0 -3 0 4

0 0 0 —-40

Zmalez¢ wartos¢ tej gry oraz strategie optymalng dla kazdego gracza.
Czy sa one jedyne?

Zadanie 4:. (8 punktéw)

Dla losowej proby 25 obserwacji z rozktadu normalnego o $redniej p i odchyleniu
standardowym 4, testujemy hipoteze Hy: u =0 przeciwko hipotezie Hy: p=0.5. Hipoteza
Hy jest przyjeta, gdy srednia z proby T spelia nieréwno$¢ |z| < 1.5, w przeciwnym
przypadku jest odrzucana. Obliczy¢ prawdopodobienstwa btedu I rodzaju (czyli poziomu
istotnosci testu) i btedu II rodzaju dla tego testu.

Zadanie 5 e (8 punktéw) jak dla pozostatych specjalnosei.



EGZAMIN DYPLOMOWY, czes¢ 11, 16.02.2007
Matematyka z informatyka

Zadanie ]_ e (8 punktéw)

Na odwrocie znajduje si¢ program.

(a) Narysowa¢ schemat blokowy dziatania programu.

(b) Co zostanie wyswietlone na ekranie w wyniku dziatania programu?

Zadanie 2. (8 punktéw)
Niech beda dane macierze:

4 -1 0 1
A=| -1 4 -1, b=]| 0],
0 -1 4 1

T—

ORI~ O
= O
ORI~ O

1

4

, c= 0
_1

1

Wykazaé, ze dla kazdego 2° € R? ciag ¥ =TzF +¢, k=0,1,2,... jest zbiezny do rozwia-
zania uktadu rownan Ax =b.

Zadanie 3. (8 punktéw)
Wielomiany Czebyszewa sa okreslone wzorem:

1, n=>0
Tn(.CC)I z, n=1

20T, 1 (x)—T,—o(x), n>1.
Wykazaé, ze dla n=0,1,2,3,... oraz = € [—1,1] zachodzi

T, (x) =cos(narccosz).

Zadanie 4:. (8 punktow)

Dla losowej proby 25 obserwacji z rozktadu normalnego o sredniej g i odchyleniu
standardowym 4, testujemy hipoteze Hy: p = 0 przeciwko hipotezie H;: = 0.5. Hipoteza
Hy jest przyjeta, gdy srednia z proby T spelia nieréwnos$é |z| < 1.5, w przeciwnym
przypadku jest odrzucana. Obliczy¢ prawdopodobienistwa btedu I rodzaju (czyli poziomu
istotnosci testu) i btedu II rodzaju dla tego testu.

Zadanie 5 e (8 punktéw) jak dla pozostatych specjalnosei.



Program do zadania 1:

struct StRec

{

int n;

struct StRec *next;
};
struct StRec *fA(int n, struct StRec *Lst)
{

struct StRec *r;

r = (struct StRec *)malloc(sizeof (struct StRec));

r->n = n;

r->next = Lst;

return r;
+
int N=0;
struct StRec *fB(int n, struct StRec *Lst)
{

printf ("%3i\n",++N);

if ( Lst==NULL )

return NULL;
if( Lst->n==n )
return Lst;

return fB(n, Lst->next);

}

const int d[] = {-1,0,2,1,7,6,3,2,9};

int main()

{
struct StRec *root=NULL;
int i;

for(i=0;i<sizeof (d)/sizeof (int) ;++1i)
root = fA(d[i],root);

printf(/A: %s\n", (£fB(3,root)==NULL ? /NIE" : "TAK") );
N = 0;

printf("B: %s\n", (fB(-2,root)==NULL ? /NIE" : "TAK") );
puts(/C:");

do {

printf ("%3i\n",root->n);
} while((root=root->next) !=NULL) ;
return O;



EGZAMIN DYPLOMOWY, czes¢ 11, 16.02.2007
Matematyka nauczycielska

Zadanie ]_ e (8 punktéw)
(a) Wykazaé, ze suma poteg szdstki o wykladnikach od 1 do 100 dzieli sie przez 7.

(b) Dla jakich k£ suma poteg czternastki o wyktadnikach od 1 do k dzieli sie przez
137

Zadanie 2. (8 punktéw)

Niech J* oznacza jednoktadnosé o srodku w punkcie (1,1,1) i skali s. Niech K oznacza
kule wpisana w szescian [0,1]>. Znajdz takie s, ze K i J*(K) sa zewngtrznie styczne.
Poda¢ wzor tego przeksztatcenia.

Zadanie 3. (8 punktéw)
Zmalez¢ promien kuli wpisanej w szeScio$cian o Scianach bedacych trojkatami réwno-
bocznymi o boku 1.

Zadanie 4:. (8 punktéw)

Dla losowej proby 25 obserwacji z rozktadu normalnego o $redniej g i odchyleniu
standardowym 4, testujemy hipoteze Hy: = 0 przeciwko hipotezie H;: = 0.5. Hipoteza
Hy jest przyjeta, gdy srednia z proby T spelia nieréwnos$é |z| < 1.5, w przeciwnym
przypadku jest odrzucana. Obliczy¢ prawdopodobienistwa btedu I rodzaju (czyli poziomu
istotnosci testu) i btedu II rodzaju dla tego testu.

Zadanie 5. (8 punktéw)
Poda¢ ogdlne rozwigzanie uktadu réwnan rézniczkowych
{ o' (t) =2z (1) +y(t)
y'(t) =x(t)+2y(t),
a nastepnie znalez¢ rozwigzanie tego uktadu spetniajace warunek
{ z(0)=1
y(0)=1.



EGZAMIN DYPLOMOWY, czesé¢ 11, 16.02.2007
Zastosowania

Zadanie ]_ e (8 punktéw)

Niech {B(t); t >0} bedzie standardowym ruchem Browna. Wyznaczy¢:
(a) lim P(S1,(BG) - Bli— 1)) >n);
(b) P(B(2007) — B(2006) > 0).

Odpowiedzi uzasadni¢.

Zadanie 2. (8 punktéw)
Niech X7,Xs,... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o rozktadach
P(Xp=e")=P(X;=e**)=1/2 dla k=1,2,... odpowiednio. Zbadaé zbieznosé

HX:/", gdy n—o00.
k=1

Zadanie 3. (8 punktow)
Niech X7,X5 bedzie préba losowa rozmiaru 2 z rozktadu jednostajnego (26,360), gdzie
0> 0.
(a) Znajdz metoda momentéw estymator parametru 6.
(b) Czy jest to estymator nieobciazony ?
(c) Znajdz estymator najwiekszej wiarygodnosci parametru 6.

Zadanie 4:. (8 punktéw)

Niech dany bedzie proces Poissona N (t) z intensywnoscia A oraz niezalezny od N (t)
ciag jednakowo roztozonych, niezaleznych i nieujemnych zmiennych losowych {¢;},
1=1,2,... o dystrybuancie F'. Niech

N(t)
=1

Udowodni¢, ze
EefX® — v g~

dla pewnej funkcji ¢(+). Znalezé postaé funkeji ¢(+).

Zadanie 5. (8 punktéw)
Poda¢ ogolne rozwigzanie uktadu réwnan rézniczkowych

{ o' (t) = 2x(t) +y(t)
y'(t) =x(t)+2y(t),
a nastepnie znalez¢ rozwigzanie tego uktadu spetniajace warunek
{ z(0)=1
y(0)=1.



