EGZAMIN DYPLOMOWY, czesé¢ 11, 23.09.2005
Biomatematyka

Zadanie ]. e (8 punktéw)
Rozpatrzmy populacje, dla ktérej funkcja z(t), liczebno$¢ w chwili ¢, zadana jest przez
rownanie Gompertza

() = ra(t)log——

z(t)’

i poddanej odtowom o statej intensywnosci. Znajdz maksymalny dopuszczalny odtow nie
powodujacy wymarcia catej populacji.

Zadanie 2. (8 punktéw)
Funkcja w: (AU{—}) x (AU{—}) — R jest okreslona jako

w(a,a) = 0,
w(a,b) = 1,dlaa#b
’U)(a,—) = w(—,a)z?.
Odleglosé edycyjna d,, uzgodnienia (A*,B*) sekwencji DNA, A i B, definiujemy jako
dw(A*,B*) = w(A],B}),
i=1

gdzie n=|A*| = |B*| jest liczbg symboli w ciagach A*, B*.
Natomiast odlegtos¢ edycyjna D,, miedzy sekwencjami DNA A i B jako
D, (A,B) =min{d,(A*,B*) : (A*,B*) uzgodnienie sekwencji (A,B)}.

(i) Jaka jest odlegloé¢ edycyjna sekwencji CCTT oraz ACGCTT?

(ii) Znajdz optymalne uzgodnienie dla tych ciagéw.



Zadanie 3. (8 punktéw)

Pewna rzadka choroba wykrywana jest na podstawie analizy krwi. W celu zmniejsze-

nia kosztow analiza pobranych od badanych prébek krwi przeprowadzana jest w naste-
pujacy sposob.
Prébki krwi pochodzace od n badanych taczone sa w jedng prébke i przeprowadzany
jest dla niej jeden test majacy wykry¢ chorobe. W sytuacji gdy wynik testu okaze sie
dodatni, a wiec w polaczonej prébce znajduje sie krew osoby chorej, przeprowadza sie
n oddzielnych testéw dla kazdej probki wchodzacej w jej sktad w celu zidentyfikowania
osoby chorej.

(i) Zaktadamy, ze proporcja os6b chorych w calej populacji jest réwna 7. Jaka jest Sred-
nia liczba testow potrzebnych do przeanalizowania Nn préobek krwi pochodzacych
od losowo wybranych oséb?

(i) W przypadku gdy m=1/20 podaj wartos¢ n liczby prébek, ktére powinny zostaé
zmieszane dla ktérej $rednia liczba testow niezbednych do przebadania 20 préobek
krwi jest najmniejsza.

Zadanie 4:. (8 punktéw)

Mam w kieszeni dwie nieodréznialne kostki do gry: jedna jest symetryczna, druga
moze mie¢ dowolne prawdopodobienstwa wypadniecia poszczegdlnych Scianek. Interesuje
mnie oszacowanie prawdopodobienstwa p wypadniecia széstki na drugiej kosci. W tym
celu wyciggam z kieszeni losowo jedng z tych kosci i rzucam n-krotnie, notujac ile razy
wypadia szostka. Wyznacz estymator najwiekszej wiarygodnosci parametru p. Zbadaj
jego nieobcigzonosé. Oblicz granice $redniego bledu kwadratowego tego estymatora, gdy
n— 0o

Zadanie 5. (8 punktéw)
Dane jest rownanie
2" (t) —4z(t) = f(t), t ER.

Znalez¢:
a) wszystkie rozwiagzania tego réwnania dla f(t) =t,
b) wszystkie ograniczone rozwigzania tego réwnania dla f(t) = cost,

c) funkcje f tak, aby x(t) =sint bylo rozwigzaniem tego réwnania.



EGZAMIN DYPLOMOWY, czesé¢ 11, 23.09.2005
Matematyka w ekonomii i ubezpieczeniach

Zadanie ]. e (8 punktéw)

Zaktad produkuje dwa wyroby, na ktére dzienne zapotrzebowanie wynosi tacznie od
60 do 100 sztuk. Wyroby te otrzymuje sie z jednego podstawowego surowca (inne sa
dostepne bez ograniczen), ktérego dzienne zuzycie nie moze przekraczaé¢ 240 jednostek,
przy czym na sztuke wyrobu I potrzeba 6 jednostek surowca, a na sztuke wyrobu II — 2
jednostki tego surowca.

Wyznacz optymalny plan produkcji, wiedzac, ze zysk jednostkowy dla wyrobu I wynosi
1z}, a dla wyrobu II - 5 zl, przy czym ze wzgledu na popyt iloé¢ wyrobu I nie powinna
by¢ mniejsza od ilosci wyrobu II.

Zadanie 2. (8 punktéw)
Zatézmy, ze funkcja przezycia wyraza sie wzorem
V100 —
s(z)=P(T > x) :Tx dla 0<2 <100

oraz spelniona jest hipoteza jednorodnej populacji (HJP).
Obliczy¢ JSN dla nastepujacej renty (20)-latka: jesli zyje on pod koniec pierwszego roku
wyplata wynosi 100, jesli zyje pod koniec drugiego roku wyptata wynosi 1000. Przyjac
stope procentowg i = 10%.

Zadanie 3. (8 punktéw)

Niech X,Y beda dwiema niezaleznymi szkodami. Szkoda X ma rozktad Poissona z
parametrem 2, a szkoda Y rozktad Poissona z parametrem 3. Dla Z = X +Y obliczy¢:
1) P(Z >2);

2) E(Iy(X)), gdzie I4(X) oznacza kontrakt stop-loss.

Zadanie 4:. (8 punktéw)

Mam w kieszeni dwie nieodrdznialne kostki do gry: jedna jest symetryczna, druga
moze mie¢ dowolne prawdopodobienstwa wypadniecia poszczegdlnych Scianek. Interesuje
mnie oszacowanie prawdopodobienstwa p wypadniecia széstki na drugiej kosci. W tym
celu wyciggam z kieszeni losowo jedng z tych kosci i rzucam n-krotnie, notujac ile razy
wypadla széstka. Wyznacz estymator najwiekszej wiarygodnosci parametru p. Zbadaj
jego nieobcigzonosé¢. Oblicz granice $redniego bledu kwadratowego tego estymatora, gdy
n— oo



Zadanie 5. (8 punktéw)
Dane jest rownanie
" (t)—4z(t) = f(t), teR.
Znalez¢:
a) wszystkie rozwiagzania tego réwnania dla f(t) =t,
b) wszystkie ograniczone rozwiazania tego réwnania dla f(t) = cost,

c) funkcje f tak, aby x(t) =sint bylo rozwigzaniem tego réwnania.



EGZAMIN DYPLOMOWY, czes¢ I1, 23.09.2005
Matematyka z informatyka

Zadanie ]. e (8 punktéw)
Mamy nastepujaca funkcje napisang w jezyku C

int F(int a,int b)
{

int c¢;

if(a<=0 || b<=0)

return -1;
do {
c = ahb;
if(!c)
return b;
a =b;
b = c;
} while(1);
return -2;

}
okreslong dla liczb catkowitych. Pytania:
1. Ile wynosi F(42,66) ?
2. Ogdlnie, dla dowolnych liczb naturalnych n,m okresli¢ warto$é¢ F(n,m).

3. Uzasadnié¢, dlaczego dla danych n,m funkcja F(n,m) zakoriczy swoje dzialanie.

Zadanie 2. (8 punktéw)
Dla macierzy

A=

— N
NGNS )

1
4
6

znalez¢ (rozklad Choleskiego) macierz L — dolnie tréjkatna, spetniajaca:
A=LL".
Czy macierz A jest dodatnio okreslona?



Zadanie 3. (8 punktéw)
Dla zadanej tabelki liczb (z;,y;),7=0,1,2,3
z|-1|0]2]4
y[ oftfof1
wyznaczy¢ wielomian p=p(z) o wlasnosci:
y;=p(x;), 1=0,1,2,3.

Czy znaleziony wielomian jest wyznaczony jednoznacznie?

Zadanie 4:. (8 punktéw)

Mam w kieszeni dwie nieodréznialne kostki do gry: jedna jest symetryczna, druga
moze mie¢ dowolne prawdopodobienstwa wypadniecia poszczegdlnych Scianek. Interesuje
mnie oszacowanie prawdopodobienstwa p wypadniecia széstki na drugiej kosci. W tym
celu wyciggam z kieszeni losowo jedng z tych kosci i rzucam n-krotnie, notujac ile razy
wypadia szostka. Wyznacz estymator najwiekszej wiarygodnosci parametru p. Zbadaj
jego nieobcigzonosé. Oblicz granice sredniego bledu kwadratowego tego estymatora, gdy
n— oo

Zadanie 5. (8 punktéw)
Dane jest réwnanie
2" (t) —4z(t) = f(t), t ER.

Znalez¢:
a) wszystkie rozwigzania tego réwnania dla f(t) =t,
b) wszystkie ograniczone rozwigzania tego réwnania dla f(t) = cost,

c) funkcje f tak, aby x(t) =sint bylo rozwigzaniem tego réwnania.



EGZAMIN DYPLOMOWY, czesé¢ 11, 23.09.2005
Matematyka nauczycielska

Zadanie ]. e (8 punktéw)

Rozwiaza¢ w liczbach catkowitych réwnanie
a) 172z+20y =100,
b) 15z +45y+ 210z = 1000.

Zadanie 2. (8 punktéw)
Dla k=1,2,3 niech P, beda srodkami bokéw tréjkata réwnobocznego i niech Sy ozna-
cza symetrie srodkowa wzgledem punktu Py. Zlozenie tych izometrii:

53 ¢] SQ (¢] Sl
jest obrotem — wzgledem jakiego punktu i o jaki kat? (Uzasadni¢ odpowiedz.)

Zadanie 3. (8 punktéw)

Niech o oznacza okrag o réwnaniu 22+ (y—3)>=1 i niech a oznacza prosta y=0.
Punkty P lezace w tej samej odleglosci od o co od a tworza parabole. Wyznacz jej
rownanie; podaj jej ognisko i kierownice.

Zadanie 4:. (8 punktéw)

Mam w kieszeni dwie nieodréznialne kostki do gry: jedna jest symetryczna, druga
moze mie¢ dowolne prawdopodobienstwa wypadniecia poszczegdlnych scianek. Interesuje
mnie oszacowanie prawdopodobienstwa p wypadniecia széstki na drugiej kosci. W tym
celu wyciggam z kieszeni losowo jedng z tych kosci i rzucam n-krotnie, notujac ile razy
wypadia szostka. Wyznacz estymator najwicksze] wiarygodnosci parametru p. Zbadaj
jego nieobcigzonosé. Oblicz granice $redniego bledu kwadratowego tego estymatora, gdy
n — 00

Zadanie 5. (8 punktéw)
Dane jest rownanie
2" (t) —4z(t) = f(t), t ER.

Znalez¢:
a) wszystkie rozwigzania tego réwnania dla f(t) =t,
b) wszystkie ograniczone rozwigzania tego réwnania dla f(t) = cost,

c) funkcje f tak, aby x(t) =sint bylo rozwiazaniem tego réwnania.



EGZAMIN DYPLOMOWY, czesé¢ 11, 23.09.2005
Zastosowania

Zadanie ]. o (8 punktéw)
Niech {B(t);t > 0} bedzie standardowym ruchem Browna.

a) Znalez¢ wszystkie a > 0, dla ktérych
_ B(exp(t))
Xa(t) = ———=
exp(at)
jest procesem stacjonarnym. Dla znalezionych wartosci a poda¢ posta¢ funkcji wartosci

oczekiwanej i kowariancji procesu X, ().
b) Obliczyé P(X,(2005a) — X, (a) >0).

Zadanie 2 o (8 punktéw)

Niech {X,}, {Y,} beda wzajemnie niezaleznymi ciagami niezaleznych zmiennych loso-
wych o rozkladzie P(X, =0)=P(X,=2)=1/2 oraz P(Y,=1)=P(Y,,=3)=1/2. Zba-
dac¢ zbieznos¢

En

20 XY
i=1Yi
dla n — oo.

Zadanie 3. (8 punktéw)

Na podstawie jednej obserwacji X weryfikuje sie hipoteze H: X ma rozktad jednostajny
U(0,1) przeciwko hipotezie alternatywnej K: X ma rozktad wyktadniczy z parametrem 1.
Skonstruowaé¢ najmocniejszy test na poziomie istotnosci « € (0,1). Wyznaczyé funkcje
mocy tego testu.

Zadanie 4:. (8 punktéw)
Moéwimy, ze zmienna losowa X ma rozklad oco—podzielny, gdy dla kazdego n €N
istnieje ciagg i.i.d. zmiennych losowych Y ,,,Y5,.... Y5, Z€
Yi,n +}/2,n +... +Yn,n =q X.
Niech N(t) bedzie procesem Poissona z intensywnoscia A >0. Wykazaé, ze N(1) jest
oco—podzielny. Poda¢ rozktad Y7 ,.

Zadanie 5. (8 punktéw)
Dane jest réwnanie
2" (t) —4z(t) = f(t), tER.

Znalez¢:
a) wszystkie rozwiazania tego réwnania dla f(t) =t,

b) wszystkie ograniczone rozwiazania tego réwnania dla f(t) = cost,

c¢) funkcje f tak, aby x(t) =sint bylo rozwiazaniem tego réwnania.



