Zadanie 3. (3 punkty)
Wyznaczy¢ najmniejsza, i najwieksza wartosé funkcji
Flo,y) =2t +y' 420 - Da+1)(y— Dy +1)
na kwadracie K = {(z,y) : z,y € [—1,1]}. Wyznaczy¢ wszystkie punkty
kwadratu, w ktorych wartosci najmniejsza i najwieksza sa osiagane.
ROZWIAZANIE. I SPOSOB.
Po pierwsze. Zauwazmy, ze
flr,y) =2t +yt+2@?2-1)(W2—1) =2 + y* + 222y? — 222 — 22 + 2 =
=@+ -2 +y)+1+1=
= (@2 +?) -1)°+1>1
i r6wno$¢ f(z,y) = 1 zachodzi dla punktéw okregu x? + y? = 1, ktéry (caty)
zawarty jest w kwadracie K.

Po drugie. 2%+ y? jest kwadratem odleglosci punktu (z,y) od (0,0), wiec
na kwadracie K przyjmuje wszystkie wartosci z przedzialu [O, \/52], zatem
12 +1y?—1 na K przyjmuje wszystkie wartosci z przedziatu [—1, 1], przy czym
wartosé¢ 1 przyjmuje w wierzchotkach kwadratu a warto$¢ —1 w érodku. Stad
f(z,y) na K przyjmuje wszystkie wartosci z przedziatu [0% + 1, (+1)? + 1],
przy czym najwieksza 2 w punktach: (0,0), (1,1), (-1,1), (—=1,-1), (1,-1).

ROZWIAZANIE. II SPOSOB.

Funkcja f jest ciagla i K jest zwarty (domkniety i ograniczony podzbiér R?),
wiec f osiaga swoje kresy na K. Zbadamy punkty wnetrza K i brzegu K.
& Wnetrze K. f ma wszedzie pochodne czastkowe, wiec moze przyjmowac
swoje kresy jedynie w tych punktach wnetrza K, w ktorych obie sie zeruja:
8 =0 42 +42(y? —1) =0 z-(@*+y*—1)=0
o= A +4y(a® —1) =0 y- (249> -1)=0"
Sa to: (0,0) i punkty okregu z? + y? = 1 (z wyjatkiem $rodkéw bokéw K).

Mamy: f(0,0) = 2. Zauwazmy, ze dla punktéw okregu y? = 1 — z? jest:
flx,y) = 2 +(1-22)2+2(22-1)((1-2%)—1) = 2*+1—-22%+2* 224 +22% = 1.
& Brzeg K. Mamy f(x,1) =2 +1* +2(2* — 1)(12 — 1) = 2* + 1, wigc dla
x € [—1, 1] warto$¢ najmniejsza 1 jest dla = 0, a najwieksza 2 dla z = +1.
Zatem na boku kwadratu y = 1 warto$¢ najmniejsza 1 jest przyjeta w srodku,
a najwieksza 2 na koncach tego boku. Tak samo jest na pozostatych bokach.
& Podsumowanie. f moze przyjmowaé swoje kresy tylko w punktach powyzej
zbadanych, a w tych punktach przyjmuje tylko dwie wartosci: 11i 2, zatem:

f najmniejsza warto$é na K réwna 1 przyjmuje na okregu z% + y? = 1,

f najwieksza, warto$¢ na K réwna, 2 przyjmuje w pieciu punktach:

(0,0), (1,1), (-1,1), (—-1,-1), (1,-1).



