EGZAMIN DYPLOMOWY, czes$é 11, 21.09.2004
Biomatematyka

Zadanie ]. e (8 punktéw)

Zakladamy, ze nukleotydy na poszczegélnych pozycjach w genomie bakterii E. coli o
dhugodci 4.7x10° par zasad wystepuja w sposéb niezalezny z ta sama czestoécig. Jakiej
ilosci fragmentéw restrykcyjnych mozemy oczekiwaé po przeprowadzeniu kompletnego
trawienia enzymem restrykcyjnym Hae III, ktéry rozpoznaje fragment GGCC?

Zadanie 2. (8 punktéw)

Przyjmijmy, ze mutacje nukleotydéw w DNA nastepuja zgodnie z modelem Kimury z
parametrem transwersji « i tranzycji 3, a wiec substytucje nukleotydéw opisane sa przez
tancuch Markowa o macierzy przejs¢ w jednym kroku postaci

1—a—2p I’ B Q@
B 1—a—24 o} B
I} Q 1—a—20 I}
Q 15} 153 1l—a—-20

Jaka frakcje poszczegélnych nukleotydéw bedziemy obserwowaé, w tak ewoluujacym
DNA | po uptywie dlugiego czasu?

Zadanie 3. (8 punktéw)

W urnie znajduje sie¢ N kul ponumerowanych liczbami od 1 do N. Losujemy bez
zwracania prébke o liczebnoSci n. Oznaczmy przez n najwiekszy sposréd numeréw kul
w tej prébce. Znajdz rozktad zmiennej losowej 7).



Zadanie 4:. (8 punktéw)

Przyjmujemy, ze wytrzymalo$¢ betonu ma rozktad normalny ze $rednig wytrzymato-
Scig na $ciskanie réwna 203x10° N/m2. W celu oszacowania wytrzymato$ci na $ciskanie
pewnej partii betonu, ktora wedle zapewnien producenta ma wieksza wytrzymato§¢é na
Sciskanie niz przecietna, dokonano n =80 niezaleznych pomiaréw wytrzymaltosci tego
betonu otrzymujac nastepujace wyniki (w 10° N/m?):

Wytrzymaltosé

190-194

194-198

198-202

202-206

206-210

210-214

Liczba pomiarow

6

12

26

20

11

5

(a) Skonstruuj przedzial ufnosci na poziomie ufnosci 0,99 dla $redniej.

(b) Przeprowadz test dotyczacy Sredniej wytrzymaloéci na Sciskanie tej partii betonu

na poziomie istotnosci o =0,05.

(c) Jak jest twoja konkluzja po przeprowadzeniu testu?

Zadanie 5. (8 punktéw)
Znajdz rozwigzanie y = y(t) zagadnienia

y"+y' —2y =18te’

y(0)=0
y(0)=1.




EGZAMIN DYPLOMOWY, czes$é 11, 21.09.2004
Matematyka w ekonomii i ubezpieczeniach

Zadanie ]. e (8 punktéw)

Wtaéciciel obszaru o powierzchni 4 ha (40000 m?) postanowil zalozy¢ na nim sad
jabloni, przeznaczajac na ten cel 30000 zI. Ma do wyboru 3 gatunki sadzonek jabloni w
cenie:
gatunek A — 10 zl/szt., gatunek B — 20 zl/szt., gatunek C — 15 zt/szt.

Gatunki te majg rézne wymagania pielegnacyjne; miedzy innymi

1 drzewo gatunku A zajmuje 16 m? powierzchni, gatunku B — 10 m?2, a gatunku C — 20
m?.

Wiadomo tez, ze ze wzgledu na wydajnos¢ oraz ceny owocéw zysk z tytutu eksploatacji
drzewa

gatunku A wynosi 2000 zt, gatunku B — 2500 zl, a gatunku C — 3000 zt rocznie.

Utéz odpowiednie zadanie programowania liniowego i znajdz jego rozwigzanie optymalne.

Zadanie 2. (8 punktéw)

Zakladamy hipoteze jednorodnej populacji oraz s(z) = P(T >x) =Y 1(1)8_‘”, dla
0 <z <100.
1) Wyznaczy¢é prawdopodobiefistwo sepoy tego, ze 24-latek przezyje co najmniej 36 lat.
2) Przy zalozeniu hipotezy jednostajnosci (HU) obliczyé prawdopodobienstwo g 5g30 tego,
ze 30-latek umrze przed uptywem 1/2 roku.

Zadanie 3 e (8 punktéw)

Szkoda X ma rozktad réwnomierny na zbiorze {0,1,2,3,...,10}. Dla kontraktu stop-loss
I;(X) obliczy¢:
1) BE(I(X)).
2) Var(I(X)).



Zadanie 4:. (8 punktéw)

Przyjmujemy, ze wytrzymalo$¢ betonu ma rozktad normalny ze $rednig wytrzymato-
Scig na $ciskanie réwna 203x10° N/m2. W celu oszacowania wytrzymato$ci na $ciskanie
pewnej partii betonu, ktora wedle zapewnien producenta ma wieksza wytrzymato§¢é na
Sciskanie niz przecietna, dokonano n =80 niezaleznych pomiaréw wytrzymaltosci tego
betonu otrzymujac nastepujace wyniki (w 10° N/m?):

Wytrzymaltosé

190-194

194-198

198-202

202-206

206-210

210-214

Liczba pomiarow

6

12

26

20

11

5

(a) Skonstruuj przedzial ufnosci na poziomie ufnosci 0,99 dla $redniej.

(b) Przeprowadz test dotyczacy Sredniej wytrzymaloéci na Sciskanie tej partii betonu

na poziomie istotnosci o =0,05.

(c) Jak jest twoja konkluzja po przeprowadzeniu testu?

Zadanie 5. (8 punktéw)
Znajdz rozwigzanie y = y(t) zagadnienia

y"+y' —2y =18te’

y(0)=0
y(0)=1.




EGZAMIN DYPLOMOWY, czes¢ I1, 21.09.2004
Matematyka z informatyka

Zadanie ]. e (8 punktéw)
W pliku a.cpp jest zrédlo programu:

#include <stdlib.h>
#include <stdio.h>

int main()
{

int m,n,M,N;

M=m-= 21;
N=n=6;
for(int k=nym ; k ; n=m,m=k,k=nj%m)

printf ("\nWynik: %i\n",N*M/m);
return O;

}
Wykonujemy nastepujace komendy (gcc version 2.95.4):

gcc -Wall a.cpp -0 a
./a

Opisa¢, co pojawi sie na ekranie komputera.

Zadanie 2. (8 punktéw)
Dla liczby x € R, . #0 i jej komputerowej reprezentacji ¥ wielkos¢

r—x
Eg =
x
nazywamy btedem wzglednym wartosci . Wykazaé¢ réwnosé:
T Y
Epiy = Ex+ €y,
T a4y " T aty Y

gdzie #£0,y#01ix+y#0.

Zadanie 3. (8 punktéw)
Niech funkcja f € C3*[—1,1] ma ciagla trzecia pochodna.

Jak nalezy wybraé zg,z1,22 € [—1,1], aby dla wielomianu interpolacyjnego p = p(z) stop-
nia co najwyzej dwa, spetniajacego f(x;) =p(x;),7=0,1,2 oraz dla dowolnej liczby

x € [—1,1] zachodzila nieréwnosé

(@)= p(@)) < s max | ()] 2

<—— m
< 223! 1<t



Zadanie 4:. (8 punktéw)

Przyjmujemy, ze wytrzymalo$¢ betonu ma rozktad normalny ze $rednig wytrzymato-
Scig na $ciskanie réwna 203x10° N/m2. W celu oszacowania wytrzymato$ci na $ciskanie
pewnej partii betonu, ktora wedle zapewnien producenta ma wieksza wytrzymato§¢é na
Sciskanie niz przecietna, dokonano n =80 niezaleznych pomiaréw wytrzymaltosci tego
betonu otrzymujac nastepujace wyniki (w 10° N/m?):

Wytrzymaltosé

190-194

194-198

198-202

202-206

206-210

210-214

Liczba pomiarow

6

12

26

20

11

5

(a) Skonstruuj przedzial ufnosci na poziomie ufnosci 0,99 dla $redniej.

(b) Przeprowadz test dotyczacy Sredniej wytrzymaloéci na Sciskanie tej partii betonu

na poziomie istotnosci o =0,05.

(c) Jak jest twoja konkluzja po przeprowadzeniu testu?

Zadanie 5. (8 punktéw)
Znajdz rozwigzanie y = y(t) zagadnienia

y"+y' —2y =18te’

y(0)=0
y(0)=1.




EGZAMIN DYPLOMOWY, czes$é 11, 21.09.2004
Matematyka nauczycielska

Zadanie ]. e (8 punktéw)

Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne p, p > 1, dla ktérych prawdziwe jest stwier-
dzenie:

Liczba jest podzielna przez 3 wtedy i tylko wtedy, gdy suma jej cyfr w systemie
pozycyjnym o podstawie p jest podzielna przez 3.

Zadanie 2. (8 punktéw)
Uzasadnié, ze wykres funkcji y =22 —5x+6 jest miejscem geometrycznym punktéw
réwno odleglych od pewnego punktu (ogniska) F' i prostej (kierownicy) .

Zadanie 3. (8 punktéw)

Niech dany bedzie prostopadloscian, ktérego krawedzie maja dlugosci a, a i 2a. Niech
Ay, Ay, Az, Ay, As, Ag, A7, Ag beda rzutami prostopadlymi wierzchotkéw tego prostopa-
dtoScianu na jego przekatna. Jakie sa odleglosci punktow A;, Ay, As, Ay, As, Ag, A7, Ag
od koncéw rozwazanej przekatnej?



Zadanie 4:. (8 punktéw)

Przyjmujemy, ze wytrzymalo$¢ betonu ma rozktad normalny ze $rednig wytrzymato-
Scig na $ciskanie réwna 203x10° N/m2. W celu oszacowania wytrzymato$ci na $ciskanie
pewnej partii betonu, ktora wedle zapewnien producenta ma wieksza wytrzymato§¢é na
Sciskanie niz przecietna, dokonano n =80 niezaleznych pomiaréw wytrzymaltosci tego
betonu otrzymujac nastepujace wyniki (w 10° N/m?):

Wytrzymaltosé

190-194

194-198

198-202

202-206

206-210

210-214

Liczba pomiarow

6

12

26

20

11

5

(a) Skonstruuj przedzial ufnosci na poziomie ufnosci 0,99 dla $redniej.

(b) Przeprowadz test dotyczacy Sredniej wytrzymaloéci na Sciskanie tej partii betonu

na poziomie istotnosci o =0,05.

(c) Jak jest twoja konkluzja po przeprowadzeniu testu?

Zadanie 5. (8 punktéw)
Znajdz rozwigzanie y = y(t) zagadnienia

y"+y' —2y =18te’

y(0)=0
y(0)=1.




EGZAMIN DYPLOMOWY, czes¢ I1, 21.09.2004
Matematyka teoretyczna

Zadanie ]. e (10 punktéw)

Niech A, B € M,,«,(R) beda dodatnio okre§lonymi symetrycznymi macierzami o wyra-
zach rzeczywistych. Uzasadnié, ze wszystkie wartoSci wlasne macierzy AB sa rzeczywiste
i dodatnie.

Zadanie 2. (10 punktéw)
Rozwazamy operator L, ktéry funkeji f:R— R przyporzadkowuje funkcje
Lf(z)=x-f(z). Niech L'={f:R—R; [|f(z)|dr <oo} oraz LL={fe L'; Lfe L'}.
R

Uzasadni¢, ze
A. L} jest wlasciwa i gesta podprzestrzenig w L*
B. operator L: L} — L' nie jest ciagly wzgledem normy L.

Zadanie 3. (10 punktéw)
Uzasadnié, ze rodzina wszystkich przeliczalnych podzbioréw (skoniczonych i nieskon-
czonych) zbioru mocy continuum ma moc continuum.

Zadanie 4. (10 punktéw)
Uzasadni¢, ze catka nieoznaczona z rzeczywistej funkcji ciaglej nieparzystej jest funk-

cja parzysta.



EGZAMIN DYPLOMOWY, czes$é 11, 21.09.2004
Zastosowania

Zadanie ]. o (8 punktéw)
Niech {B(t);t >0} bedzie standardowym ruchem Browna i niech 7'> 0 bedzie stala.
Znalez¢ wszystkie a > 0 takie, ze proces {W,(t) ;¢ >0} okreslony jako
B(t) dlat<T
W, (t) =
aB(T)—-B(t) dlat>T

jest standardowym ruchem Browna.

Zadanie 2. (8 punktéw)
Niech {X,}, {Y.} beda wzajemnie niezaleznymi ciagami niezaleznych zmiennych lo-
sowych o rozktadach odpowiednio

P(X,=1)=P(X,=—-1)=1/2

o P(Y,=2)=P(Y,=-2)=1/2.

Zbadaé zbiezno$¢ wedtug rozktadu dla

i Xit+ i Y
Y

gdy n — oo.
b)
?:1Xi — E?:ly;'
v/nlog(n)
gdy n — oo.

Zadanie 3. (8 punktéw)
Niech (Xji,...,X,) bedzie préba rozmiaru n z rozkladu o gestosci wzgledem miary
Lebesgue’a postaci
f(@;0) = 0exp(—0z)1(0,00) (z),

0 > 0. Znalez¢ minimalng statystyke dostateczng dla parametru 6. Odpowiedz uzasadnic
cytujac odpowiednie twierdzenia.



Zadanie 4:. (8 punktéw)
Niech {N(t);t >0} bedzie procesem Poissona z intensywnoscia A >0. Wykazaé, ze
dla dowolnego t > 0 i pewnej funkcji ¥ zachodzi réwnosé

Eexp(iN(t)) =exp(t¥(0))

oraz podac¢ posta¢ funkcji .

Zadanie 5. (8 punktéw)
Znajdz rozwigzanie y = y(t) zagadnienia

y" 4y — 2y = 18te!
y(0)=0
y'(0)=1.



