EGZAMIN DYPLOMOWY, czes¢ I1
26.06.2004

Biomatematyka

Zadanie ]. o (8 punktéw)

Rozwazmy populacje, ktéra znajduje sie w warunkach réwnowagi Hardy’ego-Wein-
berga. Wiemy, ze czesto$¢ allelu a dla locus o dwu mozliwych alleleach, A i a, wynosi w
tej populacji 0,1. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze oboje rodzice osobnika o genotypie
aa pochodzacy z tej populacji s réwniez genotypu aa?

Zadanie 2. (8 punktéw)

Przyjmijmy, ze mutacje nukleotydow w DNA nastepuja zgodnie z modelem Jukes-
-Cantora z parametrem mutacji a«=0,05, a wiec substytucje nukleotydéw opisane sg
przez tancuch Markowa o macierzy przejs¢ w jednym kroku postaci

0,85 0,05 0,05 0,05
0,05 0,85 0,05 0,05
0,05 0,05 0,85 0,05
0,05 0,05 0,05 0,85

Jaka frakcje poszczegdlnych nukleotydéw bedziemy obserwowaé, w tak ewoluujacym
DNA | po uptywie dlugiego czasu?

Zadanie 3. (8 punktéw)

Rzucamy trzy razy symetryczng koscig do gry. Jesli wypandnie £ razy parzysta liczba
oczek, to wygrywamy 2k ztotych, gdzie £ =0,1,2,3. Ile powinna wynosi¢ oplata za gre,
aby gra byta sprawiedliwa, tzn. warto$¢ oczekiwana wygranej byta réwna zeru.

Zadanie 4:. (8 punktéw)

Zakazenie E. canis jest choroba pséw przenoszong przez kleszcze, ktéra czasami ata-
kuje ludzi. U zakazonych ta choroba ludzi rozklad liczby bialych cialek krwi posiada
nieznang Srednia x4 i odchylenie standardowe 0. W calej populacji srednia liczba biatych
krwinek jest réwna 7250/mm3. Sadzi sie, ze ludzie zakazeni przez E. canis powinni w
sredniej mie¢ obnizong liczbe bialych ciatek krwi.

Dla préby 15 elementowej zakazonych ludzi, rednia liczba biatych ciatek krwi jest réwna
T =4767/mm? a odchylenie standardowe s = 3204/mm?.

(a) Skonstruuj przedzial ufnosci na poziomie ufnosci 0,95 dla $redniej.

(b) Przeprowadz test dotyczacy $redniej liczby bialych cialek krwi w populacji ludzi
zakazonych na poziomie istotnosci o =0,05.

(c) Jak jest twoja konkluzja po przeprowadzeniu testu?



Zadanie 5. (8 punktéw)
Znajdz rozwiazanie uktadu réwnan rézniczkowych

()=(% 3)00)

z warunkiem poczatkowym



EGZAMIN DYPLOMOWY, czes¢ I1
26.06.2004

Matematyka w ekonomii i ubezpieczeniach

Zadanie 1 o (8 punktéw)

Wedtug kierownika 24-godzinnej restauracji zapotrzebowanie na liczbe oséb personelu
w poszczegblnych okresach doby przedstawia sie nastepujaco:
w godzinach 3.00 — 7.00 : 2 osoby,
w godzinach 7.00 — 11.00 : 10 oséb,
w godzinach 11.00 — 15.00 : 14 oséb,
w godzinach 15.00 — 19.00 : 8 oséb,
w godzinach 19.00 — 23.00 : 10 oséb,
w godzinach 23.00 — 3.00 : 3 osoby.
Kazda z os6b obstugujacych klientéw pracuje 8 godzin. Zadaniem kierownika jest usta-
lenie liczby os6b personelu rozpoczynajacych prace na poczatku wyzej wymienionych
okresow tak, by potrzeby bytly zaspokojone, a catkowita liczba os6b obstugujacych klien-
tow w ciggu doby minimalna.

Utéz odpowiednie zadanie programowania liniowego i sprawdz, czy jego rozwigzanie do-
puszczalne x = (0,14,0,8,2,2) jest takze optymalne.

Zadanie 2. (8 punktéw)
Zalézmy, ze funkcja przezycia wyraza si¢ wzorem s(z) = P(T'> ) =1— 7 dla
x €[0,110].
1) Obliczyé 3pso.
2) Wyznaczyé JSN dla czystego ubezpieczenia na dozycie na 2 lata dla osoby w wieku
50 lat. Przyjaé stope procentowg i =10%.

Zadanie 3. (8 punktéw)

Zalézmy, ze niezalezne szkody X;, i > 1 (X, = 0) maja rozklad réwnomierny na zbiorze
{0,2,4}. Niech ilogé szkéd N ma rozktad Poissona z parametrem 2 oraz S =Y X;.
1) Obliczyé¢ P(S =0).
2) Obliczyé¢ ES.



Zadanie 4:. (8 punktéw)

Zakazenie E. canis jest choroba pséw przenoszong przez kleszcze, ktéra czasami ata-
kuje ludzi. U zakazonych ta choroba ludzi rozklad liczby bialych ciatek krwi posiada
nieznang Srednia g i odchylenie standardowe o. W calej populacji érednia liczba biatych
krwinek jest réwna 7250/mm3. Sadzi sie, ze ludzie zakazeni przez E. canis powinni w
sredniej mie¢ obnizong liczbe bialych ciatek krwi.

Dla préby 15 elementowej zakazonych ludzi, $rednia liczba biatych ciatek krwi jest rowna
T =4767/mm? a odchylenie standardowe s =3204/mm?.

(a) Skonstruuj przedzial ufnosci na poziomie ufnosci 0,95 dla $redniej.

(b) Przeprowadz test dotyczacy $redniej liczby bialych cialek krwi w populacji ludzi
zakazonych na poziomie istotnosci o= 0,05.

(c) Jak jest twoja konkluzja po przeprowadzeniu testu?

Zadanie 5. (8 punktéw)
Znajdz rozwiazanie ukladu réwnan rézniczkowych

(v)=(%5)0)

z warunkiem poczatkowym



EGZAMIN DYPLOMOWY, czes¢ I1

26.06.2004

Matematyka z informatyka

Zadanie 1 o (8 punktéw)

Mamy dwa bardzo podobne do siebie programy:

// program A

#include <stdio.h>
#include <malloc.h>

void ProcA(int *n) {
n = (int *)malloc(sizeof (int));
*n = 5;

}

int main() {
int *i,j;

j=T;

i= gj;

ProcA(i);

printf ("A: %il\n\n",*i);
free(i);

return 0;

Pytania:

(a) Czy uda sie ich obu kompilacja?

// program B

#include <stdio.h>
#include <malloc.h>

void ProcB(int **n) {
*n = (int *)malloc(sizeof (int));
**n = 5;

}

int main() {
int *i,j;

i=T;

i = gj;

ProcB(&i);

printf ("B: %i\n\n",*i);
free(i);

return 0;

(b) Jaki bedzie ich wynik dzialania — co zostanie wy$wietlone? O ile sa formalnie

poprawne!

(c) Przedyskutowaé dziatanie funkcji: void ProcA (int *n)
i void ProcB(int **n). Czy dzialanie kazdej z nich ma to samo znaczenie w programie,

w ktorym jest uzyta?

(d) Czy uzycie funkcji free(i) w obu programach jest poprawne?

Zadanie 2. (8 punktéw)

W komputerach IBM PC obliczanie odwrotnosci % liczby a > 0 odbywa sie iteracyjnie:

Tnt1 =Tn+ (1 —azy,)zy.

Dobierajac odpowiednio funkcje y = f(x), dla ktérej f(1) =0 wykaza¢, ze podany ciag
jest z metody Newtona. Uzasadni¢, dlaczego dla dowolnego punktu startowego xo > 0 ciag

ten jest zbiezny.



Zadanie 3. (8 punktéw)
Niech T,,(z), n=0,1,2,... bedzie ciagiem wielomianéw Czebyszewa pierwszego rodzaju

) n=>0
T.(z)=1 z, n=1

20T, 1(x)—T,—2(z), 1<n
Wykazaé, ze dla n # m zachodzi

/lTn(x) Trn(z)

Zadanie 4:. (8 punktéw)

Zakazenie E. canis jest choroba pséw przenoszong przez kleszcze, ktéra czasami ata-
kuje ludzi. U zakazonych ta chorobg ludzi rozklad liczby bialych ciatek krwi posiada
nieznang Srednia x4 i odchylenie standardowe 0. W calej populacji srednia liczba biatych
krwinek jest réwna 7250/mm?>. Sadzi sie, ze ludzie zakazeni przez E. canis powinni w
sredniej mie¢ obnizong liczbe bialych ciatek krwi.

Dla préby 15 elementowej zakazonych ludzi, rednia liczba biatych ciatek krwi jest réwna
T =4767/mm? a odchylenie standardowe s =3204/mm3.

(a) Skonstruuj przedzial ufnosci na poziomie ufnosci 0,95 dla Srednie;.

(b) Przeprowadz test dotyczacy Sredniej liczby bialych cialek krwi w populacji ludzi
zakazonych na poziomie istotnosci a=0,05.

(c) Jak jest twoja konkluzja po przeprowadzeniu testu?

Zadanie 5. (8 punktéw)
Znajdz rozwigzanie uktadu réwnan rézniczkowych

()=(% 3)00)

z warunkiem poczatkowym



EGZAMIN DYPLOMOWY, czes¢ I1
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Matematyka nauczycielska

Zadanie 1 o (8 punktéw)

Wyznaczy¢ wszystkie rozwigzania w liczbach naturalnych x,y uktadu réwnan
NWD(z,y) = 10
NWW(z,y) = 600"

w zaleznoSci od wartosci parametru naturalnego n, n>1 .

Zadanie 2. (8 punktéw)
W tréjkacieABC dwusieczne katéw « i S przecinaja przeciwlegle boki w punktach
K i L (odpowiednio). Niech P; = pole AABK, P,= pole AACK, P;= pole ABAL,
P 3 P 3

P, = pole ABCL. Znajac stosunki pél: — =—, — = —, obliczy¢ cosinus kata «.
P 4P 2

Zadanie 3. (8 punktéw)
W (dowolnym) czworoscianie ABC'D $rodki ciezkosci jego $cian wyznaczaja czworo-
Scian PQRS. Wyznaczy¢ stosunek pél powierzchni tych czworoscianéw.

Zadanie 4:. (8 punktéw)

Zakazenie E. canis jest choroba pséw przenoszong przez kleszcze, ktéra czasami ata-
kuje ludzi. U zakazonych ta chorobg ludzi rozktad liczby biatych cialek krwi posiada
nieznang Srednia 4 i odchylenie standardowe 0. W calej populacji érednia liczba biatych
krwinek jest réwna 7250/mm3. Sadzi sie, ze ludzie zakazeni przez E. canis powinni w
sredniej miec¢ obnizong, liczbe bialych ciatek krwi.

Dla préby 15 elementowej zakazonych ludzi, $rednia liczba biatych ciatek krwi jest rowna
T =4767/mm? a odchylenie standardowe s =3204/mm3.

(a) Skonstruuj przedzial ufnosci na poziomie ufnosci 0,95 dla $redniej.

(b) Przeprowad? test dotyczacy Sredniej liczby bialych cialek krwi w populacji ludzi
zakazonych na poziomie istotnosci o =0,05.

(c) Jak jest twoja konkluzja po przeprowadzeniu testu?



Zadanie 5. (8 punktéw)
Znajdz rozwiazanie uktadu réwnan rézniczkowych

()=(% 3)00)

z warunkiem poczatkowym



EGZAMIN DYPLOMOWY, czes¢ I1
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Matematyka teoretyczna

Zadanie 1 e (10 punktéw)

Grupa G wektoréw na plaszczyznie o obu wspélrzednych catkowitych (z dzialaniem
dodawania) zawiera podgrupe H sktadajaca sie z wektoréw o obu wspélrzednych parzy-
stych i dajacych w sumie liczbe podzielng przez 12.

(a) [6 punktéw| Znajdz rzad grupy ilorazowej G/H.

(b) [5 punktéw]| Znajdz rozktad grupy G/H w produkt prosty grup cyklicznych.

Zadanie 2. (10 punktéw)
Dla dowolnego >0 i dowolnego p>1 znajdz norme funkcjonatu I,:LP[0,1] - R
zadanego wzorem

Ia(f)ij“f(x) dz .

Zadanie 3. (10 punktéw)

Czastka btadzi losowo po zbiorze liczb naturalnych (z zerem) zgodnie z nastepujacymi
regutami:

(a) w chwili ¢ =0 czastka znajduje si¢ w polozeniu x = 0;

(b) w chwilach ¢=1,2,... czastka zmienia polozenie z x na z+1 z prawdopodobien-
stwem p, gdzie 0 < p < 1, za$ pozostaje w tym samym polozeniu z prawdopodobienstwem
1-p;

(c) w pozostaltych chwilach nic sie nie dzieje.

Niech P, (k) oznacza prawdopodobiefistwo, ze tuz po chwili ¢ =n czastka znajduje sie
w potozeniu x < k. Udowodnij, ze dla kazdego &

T}LIgoPn(k) =0.

Zadanie 4:. (10 punktéw)

Wypukly domkniety zbiér K w R™ ma n-wymiarowa miare Lebesgue’a V >0 oraz
spelnia nastepujaca wlasnosé: dla kazdego kierunku w R” istnieje (n—1)-wymiarowa hi-
perplaszczyzna H prostopadla do tego kierunku taka, ze (n—1)-wymiarowa miara prze-
kroju HN K jest nie mniejsza niz S > 0. Uzasadnij, ze $rednica zbioru K nie przekracza
n-(V/S).

Uwaga. Jesli nie potrafisz w pelnej ogélnosci, rozwiaz zadanie dla przypadku n =3,
za co otrzymasz do 6 pkt. na 10 mozliwych za pelne rozwigzanie.
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Zastosowania

Zadanie 1 o (8 punktéw)

Niech {B(t);t > 0},{Bs(t);t > 0} beda niezaleznymi standardowymi ruchami Browna
okreslonymi na tej samej przestrzeni probabilistyczne;j.
a) Znalezé wszystkie liczby rzeczywiste a takie, ze B(t) = aBi(t)+ Bz(at) jest standar-
dowym ruchem Browna.
b) Obliczyé P(B1(2004) > 2004B5(1)).

Zadanie 2. (8 punktéw)
Niech X;, 7> 1 beda jednakowo roztozonymi niezaleznymi zmiennymi losowymi o cia-
gtej dystrybuancie F. Zbadac¢ zbiezno$¢ wedlug rozktadu dla
i 2F(X;)—1
= Vvn

gdy n — oo.

Zadanie 3. (8 punktéw)

Znalez¢ nieobcigzony estymator o minimalnej wariancji parametru g na podstawie
n-elementowe]j proby z populacji, w ktérej badana cecha X ma rozktad N(u,0?),
w€ R, 02> 0. OdpowiedZ uzasadnié cytujac odpowiednie twierdzenia.

Zadanie 4: o (8 punktéw)

Proces stochastyczny { X (¢);t > 0} nazywamy stochastycznie ciagltym, gdy dla kazdego
to € [0,00) oraz kazdego € >0

tlg%P(|X(t) —X(to)| >¢)=0.

a) Czy proces Poissona jest stochastycznie ciagly?
b) Niech {X (¢);t >0}, {Y(¢);t >0} beda dwoma stochastycznie ciaglymi procesami sto-
chastycznymi okreslonymi na tej samej przestrzeni probabilistyczne;j.
Czy {X(t)+Y(t);t >0} jest stochastycznie ciagly?

Zadanie 5. (8 punktéw)
Znajdz rozwigzanie uktadu réwnan rézniczkowych

()=(% 3)(00)

z warunkiem poczatkowym



