
zadania otwarte Egzamin dyplomowy 22.VI.04r, cz. I

Rozwi¡zania:
Zad. 1
Mamy: (

2n
n

)
=

(2n)!
(n!)2

wi¦c
an =

(n!)2

(2n)!
i stosujemy kryterium d'Alemberta

lim
n→∞

an+1

an
= lim
n→∞

[(n+ 1)!]2

(2n+ 2)!
(2n)!
(n!)2

= lim
n→∞

(n+ 1)2

(2n+ 2)(2n+ 1)
=

1
4

Promie« zbie»no±ci wynosi: R = 4.

Zad. 2
Zauwa»amy, »e

f(x, y) = 4x2 + 4xy + y2 = (2x+ y)2 > 0.

St¡d najmniejsza warto±¢ funkcji

f(x, y) = 0 dla (x, y) ∈ {(x, y) : x2 + y2 6 1} ∩ {(x, y) : y = −2x}.
Dalej mamy

fx(x, y) = 4(2x+ y), oraz fy(x, y) = 2(2x+ y)

sk¡d otrzymujemy, »e

fx(x, y) = fy(x, y) = 0 dla y = −2x

czyli tam, gdzie funkcja z = f(x, y) przyjmuje najmniejsz¡ warto±¢. Pozostaje
jeszcze rozpatrze¢ brzeg obszaru

{(x, y) : x2 + y2 = 1}.
Niech

g(x, y) = x2 + y2.

Teraz mamy

∇f(x, y) = (4(2x+ y), 2(2x+ y)) oraz ∇g(x, y) = (2x, 2y).

Oczywi±cie

∇g(x, y) 6= (0, 0) dla (x, y) ∈ {(x, y) : x2 + y2 = 1}.
Z metody mno»ników Lagrange'a, otrzymujemy:





x2 + y2 = 1,

4 (2x+ y) = 2λx,

2 (2x+ y) = 2λ y.
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Z dwóch ostatnich równo±ci mamy

λx = 2λ y.

Sk¡d λ = 0 i wtedy y = −2x co ju» rozwa»ali±my, lub te» λ 6= 0 a wtedy

x = 2 y.

Dalej (pami¦tamy, »e x i y maj¡ te same znaki) z pierwszego równania dostajemy

1 = (2y)2 + y2 = 5y2

i ostatecznie
y = ±

√
5

5
i odpowiednio

x = ±2
√

5
5

Podejrzanymi parami o ekstremum s¡:

( 2
√

5
5 ,

√
5

5 ) i (− 2
√

5
5 ,−

√
5

5 ).

Sprawdzamy, »e

f( 2
√

5
5 ,

√
5

5 ) = f(− 2
√

5
5 ,−

√
5

5 ) = (2 2
√

5
5 +

√
5

5 )2 = 5

co jest najwi¦ksz¡ warto±ci¡ funkcji.

Zad. 3
Zmieniamy kolejno±¢ caªkowania (najlepiej zobaczy¢ na rysunku), aby otrzyma¢:

1∫

0

2∫

2x

ey
2
dy dx =

=

2∫

0

y
2∫

0

ey
2
dx dy =

2∫

0

ey
2 · x

∣∣∣
y
2

0
dy =

1
4

2∫

0

2y ey
2
dy =

1
4
ey

2
∣∣∣
2

0
=
e4 − 1

4
.

Zad. 4
Przypomnienie równania na warto±ci wªasne A ∈ R3×3:

det(A− λ I) = 0.

W zadaniu jest
−x3 + x2 = x2(1− x).

Przykªad:

A =




1 0 0

0 0 0

0 1 0


 .
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Sprawdzenie:

det(A− λ I) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1− λ 0 0

0 −λ 0

0 1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= λ2(1− λ) = −λ3 + λ2.

Zad. 5
Do równania

aba = bab

podstawiamy
b = a−1

i otrzymujemy, »e
a (a−1a) = a−1(a a−1)

sk¡d mamy
a = a−1 lub a2 = e.

Teraz równanie aba = bab mno»ymy lewostronnie przez a i odpowiednio rozsta-
wiamy nawiasy

(aa)ba = (ab)(ab) lub inaczej a2ba = (ab)2

a to oznacza, »e dla dowolnych a, b ∈ G zachodzi

ba = e.

Je»eli w ostatniej równo±ci przyjmiemy b = e, to oczywiste staje si¦, »e

G = {e}.

Zad. 6
Prawdopodobie«stwo sukcesu przy wyborze k monet wynosi:

pk =

(
100
k

)
(

101
k

) =
100!

k! (100− k)!
k! (101− k)!

101!
=

101− k
101

.

Warto±¢ oczekiwana wygranej wynosi:

EXk = k
101− k

101
=

1
101

(−k2 + 101 k).

Najwi¦ksza warto±¢ jest przyj¦ta dla k = 101
2 , lecz to nie jest liczba naturalna.

A wi¦c sprawdzamy dla k = 50 i k = 51 aby otrzyma¢:

EX50 = EX51 =
2550
101

.

Wniosek: k ∈ {50, 51}.

Wrocªaw, dnia 23 czerwca 2004
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